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INTRODUCCION 


Objeto do la teoría de las probabilidades. Los sucesos 
(fenómenos) que observemos se pnctlon dividir en los tros 
lipos siguientes: cienos, imposibles y aleatorios. 

Se llama cierto el suceso que ocurrirá indefectiblemente, 
si se cumplo un conjunto determinado de condiciones S. 

I’or ejemplo, si un recipiente contiene agua a la presión 
atmosférica normal y a la temporal tira de 20°, ol suceso do 
que ol «agua dol recipiente so encuentra en oslado llquid'» 
es verdadero (cierto). Lón este ejemplo, la presión atmosférica 
y la temperatura dadas del aguo consliliiyen el conjunto de 

condiciones 5. 

Se llama ini/wstlrlc (incierto o falso) el sucoso que con cer¬ 
teza no ocurrirá si so cumple el conjunto de condiciones S. 

I’or ejemplo, el sucosa do quo el «agua del recipiente so 
encuclilla en calado sólido» no se producirá si se cumplo ol 
cnujuulo do condiciones dol ejemplo anterior. 

So llama alentorloo I suceso que, cumpliéndose el conjunto 
de condiciones Ó’. n puede ocurrir, o bien dejar de ocurrir. 

Por ejemplo, si so arroja uno moneda, ésta puedo caer do 
manera que hacia arriba sea o bien cara, o bien cruz. Por oso, 
el suceso do que «al arrojar la moneda caiga cara» es aleatorio. 

Cada suceso aleatorio (fortuito), en particular, la caída 
do cara, so debe a la acción de numerosas causas fortuitas (en 
nuestro ejemplo: la fuerzo con quo so arrojó la moneda, la 
forma do la moneda, ole.). No so puedo tonor en cuenta el efec¬ 
to de todas oslas cansas en ol resultado, ya que su número es 
muy grando y las regularidades do su acción son desconocidas. 
Por eso, la (onrin de la probabilidad no so plantón prodecir 
si el suceso único tendrá lugar u no, es decir, no tieno posibi¬ 
lidad de linearlo. 

Kl problema es olrosi se examinan sucesos nloalorios, quo 
es posible observar roilerailnnionto al producirse las mismas 
condiciones .V, es decir, si se Iroln do sucesos aleatorios seme- 


t3 



jantes de masas. Resulta que, un número suficientemente 
grande de sucesos aleatorios semejantes, independientemente 
de su naturaleza concreta, obedece » leyes o regularidades de¬ 
terminadas, precisamente, a leyes de la probabilidad. La teo¬ 
ría délas probabilidades se ocupa necesariamente de estas leyes. 

I’nr tanto, el objeto de la teoría de las probabilidades es el 
estudio de las leijes de la probabilidad de sucesos aleatorias 
semejamos en masa. 

El conocimiento do las leyes, a las que obedecen los suce¬ 
sos aleatorios de masas, permite prever cómo ocurrirán estos 
sucosos. I’or ejemplo, aunque como «o dijo antes, no se pue¬ 
do determinar de nnloinaiiu el resultado do un solo arrojo de 
la moneda, pero sí es posible predecir, además con pequeño 
error, el número do apariciones do la can, si ln moneda es 
arrojada nn número suficientemente grande do veces. Claro 
está que, en esto coso se supone que la moneda se arroja en 
idénticas condiciones. 

Los métodos de la teoría de las probabilidades se utilizan 
ampliamente en los distintas ramas de las ciencias naturales 
y de la técnica: en la teoiia de la fiabilidad, la teoría del 
servicio do masas, en físico teórica, geodesia, astronomía, 
teoría del tiro, teoría de lo; errores de observaciones, teoría 
del mando automático, teoiia cencía] de las comunicaciones 
y cu muchas oirás ciencias teóricas y aplicadas. Ln teoiia 
ile las probabilidades sirve también como base de la estadís¬ 
tica matemática y aplicada, la que. a su voz. se emplea en la 
planificación y organización de la producción, al nnnliz.il 
procesos tecnológicos, el control preventivo y de recepción 
do la calidad de la producción V para muchos otros fines. 

En los últimos años los métodos de la teorin de las proba* 
liilidndes penetran cada voz con mayor amplitud en losdislin- 
los campos de la ciencia y la técnica, contribuyendo a su 
progreso. 

Breve información histórica. Los primeros trabajos, 
en los que tuvieron origen los conceptos fundamentales de la 
teoría ile las probabilidades, se redujeron a los tentativas do 
croar la teoría de los juegos de azur (Cardano. Iluygons, Pas¬ 
cal, Formal y otros en los siglos XVI-XVli). 

Ln etapa siguionlo de desarrollo ile ln teoría de lns proba¬ 
bilidades está vinculada con el nombre de Jacobo Bcrnotilli 
(1654-1705). El teorema por él demostrado, que ulteriormente 
tomará el nombro do «Ley de los grandes números», fue ln 
primera baso teórica de los hechos acumulados antes. 



Los progresos ulteriores alo la 1 cotia tic las probabilidades 
se deben n Moivrc, La place, Gnnss, Poisson, etc. 

líl nuevo períndo, el más [melífero, está relacionado con 
los nombres de I'. I.. Cliebisliov (1821-1890) y sus alumnos 
A. A. Mnrkov (1858-1922) y A. M. Liapnnov (1857-1918). 
Kii este periodo la teoría de las probabilidades se convierte 
en niut ciencia m.ilemálica ordenada. Su desarrollo postorior 
se debe, en primer término, a los nialomálicos rusos y sovié- 
licos (S. N. ilcrnslilein, V. I. Iloiiianovsfci, A N. Koliuogorov, 
V Ya. Jincliin, II. V C.ncdenko, N. V.Smiriiov.etc.). Actual¬ 
mente eoriespimde. también, a los maloniálicns soviéticos 
el papel principal en la creación de nuevas ramas lie la teoría 
de las pMlImbllidades. 




L'artc primera 
Sucesos aleatorios 


Capitulo primero 

CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE LA TEOIUA 
DE LAS PROBABILIDADES 


§ 1. Experimentos y sucesos 

Hemos denominado el suceso como aleatorio, si al cum¬ 
plirse un conjunto determinado do condiciones S éste puede 
ocurrir, o dejar de ocurrir. En adelante en lugar do decir que 
el «conjunto de condicioucs S se ha efectuado», vamos a decir 
que «se ha producido el experimento». Do este modo, consi¬ 
deraremos el suceso como resultado del experimento. 

Ejemplo 1. Un tirador dispara al blanco, dividido en 
cuatro tonos. El disparo es el experimento. El impacto en una 
zona determinada de! blanco es el suceso. 

Ejemplo 2. En una urna hay bolillas de color. De la urna 
tomamos al azar una bolillo. La extracción do la bolilla de la 
urna es el experimento. La aparición de una bolilla do un 
color determinado es el suceso. 

§ 2. Tipos de sucesos aleatorios 

Los sucesos se llaman mutuamente excluyentes, si In pro¬ 
ducción de uno de ellos excluye la aparición de los demás 
sucesos en un mismo experimento. 

Ejemplo 1. De una caja do piezas so ha extraído al azor 
una de ellos. La aparición de la pieza standard (estándar) 
olimimi la de la pieza no standard. Los sucesos de «aparición 
de la pieza standard» y de «aparición de la pieza no standard» 
son mutuamente excluyentes. 

Ejemplo 2. So ha arrojado una moneda. La aparición 
do cara excluye 1a aparición de cruz. Los sucesos «aparición 
do cora» y «aparición de cruz» so excluyen mutuamente. 

Los sucesos se llaman únicamente posibles, si la aparición 
en el resultado del experimento de uno y solamente de uno 
de ellos es un suceso cierto- 
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lis evidente que, los sucesos únicamente posibles son mu¬ 
tuamente cxcluycnles. 

Ejemplo 3. So lino adquirido dos billetes de lotería. 
Indefectiblemente ocurrirá uno y solamente uno de los si¬ 
guientes sucesos: «el premio enyó en el primer billete y no 
cayó en el segundos, «salió premiado el segundo billete», rol 
premio cuyo en ambos billetes*, «ninguno tic los billetes fuo 
premiado», listos sucesos son los únicos posibles. 

lijcmplo ó. Un Unidor disparó ni blanco. Obligatoria¬ 
mente ocurrirá uno de los siguientes dos sucosos: imparto 
o tiro perdido, listos sucesos son los úuirnmciilo posibles. 

Los sucesos so llaman igualmente pusllilat, si uxislo rincón 
para suponer quo ninguno do estos sucesos tiene más posi¬ 
bilidad que los domas. 

Ejemplo La aparición He cara y la aparición de cruz 
ai arrojar una uionuda son sucesos igualmente posibles. 
En efecto, se supone que la moneda es do una sustancia homo¬ 
génea, tiene forma perfectamente cilindrica y la acuñación 
no influye en la caída do uno u otro lado de la moneda. 

Ejemplo 6. La aparición de uno u otro número de puntos 
al tirar ol dado son sucesos ¡gunlmonto posibles, lili efecto, 
so supone que el dado está hecho de una sustancia homogénea, 
tiene forma de poliedro regular y la existencia de los puntos 
no influye en la caida de una u otra cara. 

§ 3. Definición clásica de la probabilidad 

La probabilidad es uno de los conceptos fiinuuiuenLiIcs 
de la teoría do las probabilidades. Existen varias definicio¬ 
nes de este concepto Aquí se dará la definición llamad,i clá¬ 
sica. Más adelante (§ 0} indicaremos Jas deficiencias de esta 
definición y daremos otra definición (cslmlisticn) de probabi¬ 
lidad que permite superar los inconvenientes de la defini¬ 
ción clásica. 

Veamos un ejemplo. Supongamos quo en ..ron hay 

U bolillas idénticas, bien mezcladas: además 2 lie ellas son 
rojas, 3 azules y 1 blanca. Evidentemente, la posibilidad de 
sacar al azar de la urna una bolilla do color (es decir, roja 
o azul) es mayor, que la posibilidad de oxtrnor la bolilla 
blanca. ¿Se podrá raraolerizar rala insilnlnlnil por un nú 
mero? Ilesulln que, so puede. I'rifismiieiile este miuii-ru se 
llama probabilidad del suceso, l’or Linio, la probabilidad es 
un número que caracteriza la posibilidad do que se produzca 
un suceso. 



Mullicémonos dar lian osliinncióii ciiHiititnliva de lo posi¬ 
bilidad do que, la bolilla extraída al azar sera de color. 
La aparición de una bolilla de color ln consideraremos como 
suceso A. Cada uno do los resultados posibles do) experi¬ 
mento (ésto consisto en extraer la bolilla de la urna), es decir, 
cada suceso, que puede ocurrir en la prueba, lo denominamos 
resultado elemental. Los resultados elementales los designa¬ 
mos por t'„ £ 3 . etc. En nuestro ejemplo son posibles 
ios siguientes C resultados elementales (o indivisibles): E u 
apareció la bolilla blanca; E., E„ apareció una bolilla roja; 

E s. E t , apareció uno bolilla azul. 

So aprecia fácilmenlo que estos resultados son los única¬ 
mente posibles (obligatoriamente aparece una bolilla) e igual¬ 
mente posibles (la bolillo se extrae ni azar, los bolillas son 
idénticas y bien mezcladas). 

Los resultados elementales, para los cuales se produce 
el suceso que nos interesa, los llamamos favorables a ese 
suceso. En nuestro ejemplo son favorables al suceso A (apa¬ 
rición de una bolilla de color) los 5 resultados siguientes: 
E t , E-,- E t , Ef 

Ln relación entro el número de resultados elementales 
que son favorables al suceso .1 y su número total se llama 
probabilidad del suceso A y se designa por 1‘ {A). En el 
ejemplo considerado los resultados elementales son en total 
(j, y de ellos 5 son favorables al suceso A. Por lo Unto, la 
probabilidad de que la bolilla escogida rcsulle de color, es 

igual a /* (.4) =■ . 

El número bailado (probabilidad) da precisamente la 
estimación cuantitativa do la posibilidad de aparición de la 
bolilla do color, que nos propusimos bailar. 

Damos ahora la definición de probabilidad. 

So llama probabilidad de un suceso A ln relación del nú¬ 
mero do resultados que son favorables a este suceso al número 
total de resultados elementales únicos posibles e igualmente 
posibles del experimento. 

De esto modo, la probabilidad del suceso .4 se determina 
por la fórmula 

donde m es ol número de resultados elementales favorables 
al suceso >1; n es el número de lodos los resultados ciernen la- 
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les posibles de lu prueba. Aquí se supone que los resulUdos 
elementales son únicamente posibles o igualmente posibles. 

De la definición de probabilidad se deducun sus siguientes 
propiedades: 

1. La probabilidad de un suceso cierto es igual a lu uuldud. 

En efecto, si el suceso es verdadero, cada resultado ele¬ 
mental de una prueba es favorable al suceso. En esto caso 
m —n y, por lo tanto. 



2. Lu probabilidad de un suceso imposible es igual a cera. 

En efecto, si el suceso es imposible, ninguno du los resul¬ 
tados elementales de la prueba es favorable til suceso. En 
este caso m = 0 y, por lo tanto, 

'W-7-7-0' 

3. La probabilidad de un suceso aleatorio es un número po¬ 
sitivo, comprendido entre cero y la unidad. 

En efecto, sólo una parte del número total de resultados 
elementales de la prueba es favorable al suceso aleatorio. 
En esto caso, 0 < m < n, vale decir, 0 < -2b«C i y, por lo 
tanto, 

0 </'(/!)<) 

Asi, la probabilidad <ie cualquier suceso satisface las des¬ 
igualdades 

0 < /> (4) < 1- 

Más adolante se exponen ios teoremas, quo simplifican 
considerablemente la resolución do muchos problemas. Mien¬ 
tras tanto damos ejemplos, para la resolución do los cuales 
Su utiliza solamente la dofinición de probabilidad. 

§ ó. Ejemplos de cálculo directo de probabilidades 

Ejemplo 1. Al marcar ol número do teléfono, el abonado 
se olvidé una cifra y la marcó al azar. Hallar la probabilidad 
de qno so ha marcado la cifra necesaria. 

SOLUCION. Designamos por/l el sucoso di* babor muroado la 
cifra necesaria. 

El abonado pudo marcar cualquiera de las 10 cifras, por 
eso el número total de resultados elementales posibles es 10. 
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Estos resultados son únicamente posibles (una do las cifras 
se ha marcado obligatoriamente) o igual mentó posibles 
(cifra marcada ni arar). 

Sólo un resultado es favorable al suceso A (la cifra nece¬ 
saria es sólo una). 

La posibilidad buscada es igual a la relación ontre el nú¬ 
mero de resultados, que favorecon al suceso, y el númoro 
do lodos los resultados elementales 

P W~T5 

Ejemplo 2. Al marcar el número do teléfono, el abonado 
so olvidó las dos últimas cifras y, recordando solamente quo 
estas cifras son diferentes, las marcó al asar. Hollar la proba¬ 
bilidad de que se han marcado las cifras necesarias. 

solución. Designamos por B el suceso de haber marcado 
las dos cifras necesarias. 

En total es posible marcar tontos pares do distintas cif¬ 
ras, como se puedan formar de diez cifras tomadas de o dos, 
es decir A], = 10-9 = 90. Por consecuencia, el número 
total de resoltados elementales posibles es igual a 90. Estos 
resultados son únicamente posibles e igualmente posibles. 
Sólo un resultado es favorable al suceso B. 

La probabilidad buscada es igual a la relación del número 
de resultados, que son favorables al suceso, al número de to¬ 
dos dos resultados elementales: 

Ejemplo 3. Indicar el error de la «solución» del problema: 
«So lian tirado dos dados. Hallar la probabilidad de quo la 
suma de puntos aparecidos sea igual a 4 (suceso A)t. 

solución. En total son posibles 2 respuestas del experi¬ 
mento: la suma de puntos aparecidos es igual a 4, la suma 
do puntos aparecidos no es igual a 4. Puesto que ni suceso A 
es favorable un resultado, y el número total do resultados os 
igual a dos, la probabilidad buscada es P (A) = -J- . 

El error de esta solución reside en quo, los resultados exa¬ 
minados no son igualmente posibles. 

solución coa recta El número total do resultados 
igualmente posibles del experimento es igual n 6 0 = 36 
(cada número de puntos aparecidos on un dado se puede com¬ 
binar con todos los números de puntos del otro dado). Entre 


21 



estos resultados favorecen al sucoso A sólo 3 resultados: 
(I: 3), (3; 1), <2; 2) (entre paréntesis se indican los puntos 
aparecidos). Por lo tanto, la probabilidad buscada os 

p W~ar“TT- 

Ejemplo <i. En una partida do 10 piezas Itny 7 estando li¬ 
radas. Hallar la probabilidad tic ipio entre seis piezas tu* 
modas al azar, justamente ó son estandarizadas. 

solución. El número total do resultados elementales 
posibles de la pruobn es igual al número de maneras, ron las 
cuales se pueden exlraor ti piezas do 10, es decir, el número 
do combinaciones do 10 elomontos tomados de a (1 por voz 

<cy. 

Calculamos el número do rosullados fa vornliles al suceso A 
que nos interesa, entro seis piezas tomadas a) azar exacta¬ 
mente ó son estandarizadas: las ó piezas standard se pueden 
tomar de 7 piezas standard do C¡ maneras: on esto caso las 
demás 6—4 = 2 piezas deben ser no standard; 2 piozas no 
standard so pueden lomar do 10 — 7 = 3 piozas no standard 
do C; maneras. Por lo tanto, ol número do resultados favora¬ 
bles es igual a C\-C\. La probabilidad buscada os igual a la 
relación del número de resultados favorables al suceso, al 
número de todos los resultados elementales: 

'’W'-T-jr-T- 

§ 5. Frecuencia relativa. Estabilidad do la frecuencia 
relativa 

La frecuencia relativa, dol mismo modo que la probabi¬ 
lidad. correspondo a los coneoptos fundamentales do la teoría 
do las probabilidades. 

So llama frecuencia relativa del surcan la relación del 
número de experimentos o pruebas, en los cuales ol suceso 
ha aparecido, ni número total do pruebas realmente efectua¬ 
das. Do esa manera, la frecuencia relativa dol suceso A so 
determina por la fórmula 

donde m es el número do apariciones del suceso, ’i es el número 
total de pruebas. 

Comparando las definiciones de probabilidad y de fre¬ 
cuencia relativa, deducimos: la definición de probabilidad 



110 exige que en realidad se efectúen los experimentos; en 
tonto que la definición de frecuencia relativo presupone que 
los experimentos fueron verdaderamente realizados. En otras 
palabras, la probabilidad se calcula antes del experimento, 
mientras que la frecuencia relativa, despufs del experimento. 

Ejemplo 1. La Sección de control técnico descubrió 3 
piezas no standard entre SO piezas tomadas fortuitamente. 
La frecuencia relativa do aparición do las piezas no 
standard es 

Ejemplo 2. Se lian efectuado 24 tiros al Illanco, registrán¬ 
dose 10 impactos. La frecuencia relativa de impacto al Illanco 

■rn-4. 

Observaciones prolongadas demostraron que si las prue¬ 
bas se realizan en iguales condiciones, en cada una de las cua¬ 
les el número de experimentos es suficientemente grande, lo 
frecuencia relativa exterioriza la propiedad de estabilidad. 
Esta propiedad consiste en que cu distintas pruebas ¡a frecuen¬ 
cia relativa varia poco (tanto menos, cnanto mayor es el nú¬ 
mero de experimentos realizados), oscilando alrededor de cierto 
número constante. Resulta que este número constante es la 
probabilidad de aparición del suceso. 

Por consecuencia, si mediante la prueba so lia establecido 
la frecuencia relativa, el número obtenido se puede lomar 
como valor aproximado de la probabilidad. Más adelante so 
expondrá con detalle y mayor precisión la ligazón entro la 
frecuencia relativa y la probabilidad. A continuación 
ilustraremos la propiedad de estabilidad en ejemplos. 

Ejemplo 3. Según datos estadísticos suecos la frecuencia 
relativa de nacimiento do niñas por mes en el afio 1935 so 
caracteriza por los números siguientes (los números están 
dispuestos en orden de sucesión de los meses, comenzando do 
enero): 0/iSfi; 0.489; 0.V.10: 0,471; 0,478; 0.4S2; 0,402; 0,484; 
0,485: 0,491; 0.482; 0.473. 

La frecuencia relativa oscila alrededor del número 0,482, 
que puedo admitirse como valor aproximado do 1a probabi¬ 
lidad de nacimiento de niñas. Cabo hacer notar quo los 
datos estadísticos do distintos pnises dan aproximadamente 
el mismo valor de la frecuencia relativa. 
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Ejemplo 4. Hopotidamenlese realizaron pruebas de arroja- 
mionto do la moneda, en las que so contaron ol número do apa¬ 
rición de cara. En la tabla 1 se dan los resultados do 
varias pruebas. 

Tabla I 


Nrtm*»" Ar 
Arro)Qn)l<*ntii* 

N6mrr« fle 
nnartrtdn 
•le rara 

rreetimelA 

rHntlva 

4 040 

2 OÍS 

n.."nr,(i 

12000 

0010 

i»,rmir. 

24 000 

12012 

0.5005 


Aquí las frecuencias relativas so desvían un poco del nú¬ 
mero 0.5: además, tanto menos cnanto mayor es el número de 
pruebas. Pnr ejemplo, paia 4040 pruebas la desviación es 
igual a 0,0000 y para 24000 pruebas, sólo a 0.0005. Tenien¬ 
do en cuenta que la probabilidad de aparición de cara al 
arrojar la moneda es igual a 0.5, nuevamente comprobamos 
que la frecuencia relativa oscila alrededor do la probabili¬ 
dad. 

§ 6. Insuficiencia de la definición clásica de la probabilidad. 
Probabilidad estadística 

La definición «clásica» de la probabilidad presupone que 
el número de resultados elementales de la prueba os finito. 
En la práctica, con mnebn frecuencia se oncuonlran pruebas, 
cuyo número do resultados posibles es infinito. En estos casos 
1a definición clásica es inaplicable. Ya esta circunstancia 
indica la insuficiencia de la definición rlásica. En realidad, 
ol inconveniente indicado puedo sor evitado mediante la 
respectiva generalización de la definición de probabilidad. 

La parte débil de la definición clásica consiste en que 

muy frecuentemente no se pnodo imaginnr ol resultado de la 
prueba en forma do un conjunto do sucesos olcmonlnlos. 
Aún os más difícil indicar los fundamentos que permiten 
considerar los sucesos elementales como oquiprobables 
Generalmente sobre la cqniprobabilidad de los resultados 
elementales de la prueba se deduce de las consideraciones de 
simetría. Así so presenta, por ejemplo, al tirar nn dado, man¬ 
do se supone que el dado tiene la forma de nn poliedro (cubo) 
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regular, Sin emborno, los problemas, en los cuales se puede 
parí ir (le los consideraciones de simetría, en la práctica se 
encuentran muy rnvnnionlc. 

Por esle motivo, n ln par do la definición clásica se uti¬ 
liza Initiliión ln definición estad ¡alien do ln probabilidad, 
admitiendo como probabilidad del suceso ln frecuencia rela¬ 
tiva o un número próximo a ella. Por ejemplo, si como rosul- 
lado de un número suficientemente Brande de pruebas aparece 
(pie la frecuencia relativa es próxima al O/i, este número 
so puedo admitir romo probabilidad estadística del suceso. 

Problema* 

1. F.n una caja liny SO piezas idénticas. S de las cuales están pín¬ 
nulas. Exímeme* nun pieza al azar. Hallar la probabilidad do quo la 
pieza eximida resulte pintada. 

Respuesta p *» O.1. 

2. Tirado un dado. Imitar ln probabilidad de quo opnrczcn un núme¬ 
ro par de puntos. 

fie*partía p *- 0.íi. 

3. Los participantes do un sorteo sacan de una enjn fichas nume¬ 
radas desdo 1 basta 100. Hallar la probabilidad de que ln primera ficha 
extraída al azar no contiene la cifra 5. 

Respuesta p — 0.81. 

h. F.n una bolsa hay í» ruhos idénticos. En todas las caras de cada 
culm osló escrita una de la*» letras siguientes: n. p. r. s, t. Hallar ln 
probabilidad de que en los cubos extraídos de n uno por vez y dis¬ 
puestos «en una línea» se pueda leer la palabra «sport*. 

Res puesta /»— • 

5. F.n rada una de tas seta tarjólas idénticas esté impresa una do las 
letras siguientes, n. I. in. r. s, e. Las tarjetas están bien mezcladas. 
Hallar ln probabilidad de que en cuatro tarjetas extraídas de a una 
por vez v dispuestas *en una linea», so pueda leer la palabra «tres» 

Respuesta /)•*-— — . 

G. Un rulm. cuyns caras están pintadas, so ha dividido en mil cubos 
ntás penuciíns de igual dimensión y se han mezclado cuidadosamente. 
Hallar la probabilidad de que el cubo lomado ni azar tendré las caras 
plnlndns: n) una; b> dos; c) tres. 

Respuestas n) 0.38Ó; b) 0.000; c) 0,008. 

7. Do un juego completo de 28 fichas de dominó bien merclodns 
se hn extraído al azar una ficha. Hallar la probabilidad de que la SBgtin- 
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iln lidia tomad* ni azar se pueda juntar a la primera, si ésta: a) resul¬ 
ta el doble; b) no es el doble. 

2 4 

Respuestas a) b) . 

#. Sobre el eje común «le una cerradura hay cinco discos, coda uno 
de los cuales caló dividido on seis sectores con distintos lotras incriptns 
en ellos. La cerradura so abre sólo cuando cada disco ocupo una posi¬ 
ción determinada con respecto al cuerpo de ln cerradura. Hallar la pro¬ 
babilidad dn que. ni instalar arbitrariamente los discos la cerradura 
pueda ser abierta. 

Respuesta 


la 


!). Ocho libros diferentes so ponen al arar en un estante Hallar 
probabilidad de que dos libros determinados resulten puostos Juntos. 


Respuesta p: 


7-21-01 1 
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10 . Tna pequeña biblioteca está formada do diez libros diferentes; 
ademas, cinco libros cuestan 4 rublos cada uno. tres libros, a un rublo 
roda uno y dos lihro*. n 3 rublos c/u. Hallar la probabilidad de que dos 
libro* tomados ni arar cuesten 5 rublos. 

„ . Cl.C14-C*-Cj 7 

—“ir- 

11. En la partida de 100 pie/a* ln sección de control térnico descu¬ 
brió meras no estandarizada*. .Cuál e* la frecuencia relativa de apa¬ 
rición de las piezas no estandarizadas? 

Respuesta ui — 0.05. 

12. Al hacer fuetro con un fusil, la frecuencia relativa de impacto 
ni blanco resultó igual a 0,85. Hallar el número de impactos, si en total 
se efectuaron 120 disparos. 

Respuesta 102 impactos. 


Capítulo segundo 

TEOREMA DE LA ADICION DE PROBABILIDADES 


§ 1. Teorema de ln adición de probabilidades de sucesos 
mutuamente cxcluycntes 

Se llama suma A + B de dos sucesos A y B el suceso, com¬ 
puesto de la aparición del suceso A o dol suceso B, o ambos 
sucesos. 

Por ejemplo, si do un arma se han hecho dos disparos, 
siendo A el impacto on el primer disparo y B, el impacto en 
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el segundo disparo, tendremos que A + B es e! impacto en 
el primer disparo, o en ol segundo, o bien en ambos disparos. 

lili particular, si dos sucesos A y B se excluyen mutua¬ 
mente, A -|- B es un suceso compuesto de la aparición do 
uno de esos sucesos, indiferentemente cual de ellos sea. 

Se llama simia de cario * sucesos el sucoso compuesto do la 
aparición aunque sen do uno de estos sucesos. 

I'nr ejemplo, el suceso A + lt + C está compuesto do la 
aparición de un» de los sucesos siguientes: A, 11, C: A y B\ 
A y C; 11 y C; A y fl y C. 

Supongamos que los sucesos A y II so excluyen mutua¬ 
mente: además, están dmlns las probabilidades do estos suco¬ 
sos. ¿Cómo hallar la probabilidad de quo ocurrirá el sucoso A, 
o el suceso 11? lai respuesta a esta pregunta la do el teorema 
de la adición. 

Teorema. La probabilidad de que ocurra uno de los dos suce¬ 
sos i/nr sr excluyen recíprocamente, indiferentemente cual de 
ellas, es igual a la suma de las probabilidades de esos sucesos: 

P (A + B) = P ( A) + P (B). 

nnsiosTiiAcioN. Designamos por: 

«, el número total do resultados elementales posibles del 
experimento; 

/«,. el número do resultados, que favorecen ol suceso A; 

m-, el número de resultados, que favorecen al suceso B. 

151 número do resultados elementales que favorecen a la 
producción del suceso A. o del suceso 13. es igual a m, m,. 

I'or lo tanto, 

P(A + B)*= + . 

Teniendo en cuenta que = (d) y pp — P (B), obte¬ 

nemos finalmente 

P[A |- B) = /> (/I) + P (B). 

Corolario. La probabilidad de que ocurra uno de varios 
sucesos que se excluyen reciprocamente a pares, Indiferente¬ 
mente atril de ellas, es igual a la suma de las probabilidades de 
estos sucesos: 

P(A, + A t ... f d„) « /> (d,) + /»(/!,)+... 

• ■ - + P (d„). 

M'.mostiiaciov. Kxnminomos tros sucesos A, B y C. 
I’iioslo quo los sucesos considerados se cxcluyon mutuamente 


27 



a pares, la aparición de uno délas tres sucesos A, B y C, equi¬ 
vale a la producción de uno de los dos sucesos A + B y C, 
por eso, en virtud dol teorema indicado. 

P {A + B + C) = P \{A + B) + C\ = 
-P(A+B) + P(0-P [A) + P(B) + P (C). 

Tara un númoro arbitrario de sucesos mutuamente exclu¬ 
yanles a pares la demostración so realiza por el método de 
inducción matcmálica. 

Ejemplo I. En una urna hay SO bolillas: 10 rojas. 5 azu¬ 
les y 15 blancas. Hallar la probabilidad de aparición do una 
bolilla do color. 

solución La aparición de una bolilla de color significa 
la aparición de una bolilla roja o azul. 

La probabilidad de aparición de una bolilla roja (suceso A) 
es 

' 30 3 ' 

La probabilidad do aparición de una bolilla azul (suceso B) 
es 

'O»"*-*- 

Los sucesos A y B se excluyen recíprocamente (la apari¬ 
ción de la bolilla de un color excluye la aparición de una bo¬ 
lilla do otro color), por eso el teorema do la sumo es apli¬ 
cable. La probabilidad buscada es 

P(d + fl)-P(rl) + P<0 = 4+-l = 4 • 

Ejemplo 2. Un tirador tira al blanco, dividido en tres 
zonas. La probabilidad de impacto en la primera zona es 
igual a 0/i5, en la segunda, 0.35. Hallar la probabilidad de 
que el tirador con un disparo hace impacto o bien en la pri¬ 
mera zona, o bien en la segunda. 

solución. El suceso A, ocurre cuando sel tirador hace 
impacto en la primera zona», y B, cuando «el tirador hace 
impacto en la segunda zona» se excluyen mutuamente (el 
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impacto un lina zona excluye el impacto en la otra), por eso 
rs aplicable el teorema do la adición. 

La probabilidad buscada 03 

P (A + B) — P (A) + P <fl) = 0,45 + 0,35 = 0,80. 

§ 2. Grupo completo de sucesos 

So llama ¡¡rapo completo ol conjunto do sucesos única- 
mentó posibles del experimento. 

ejemplo I. Un tirador lineo 2 disparos ol blanco. Lo9 
sucesos A, (un impacto), A, (2 impactos) y A¡ (tiro (alindo) 
forman un grupo completo. 

Teorema. La suma de las probabilidades de los sucesos A ,, 
A, . A„, que forman un grupo completo, es igual a la uni¬ 

dad: 

P (A>) + P {AJ + . . . + P (A n ) = 1. 

de&iosth ación . Va que la aparición de uno de los 
sucesos del grupo compíelo es cierta, y la probabilidad de 
mi suceso cierto i*s igual a la unidad, tendremos quo 

P(A t <*) 

Dos sucesos ciialcsqiiicro del grupo total se excluyen mu¬ 
tuamente, por eso se puede aplicar el teorema de la adición: 

P (A x + A t . . . + A u ) -> (AJ + P (AJ 4- 

+ • • • + p (A n ). (**) 

Confrontando (*) y (**), obtonemos 

P (/».) + f W.) + ... + /* (A n ) - 1. 

ejemplo 2. Ll centro do consulta de un instituto recibo 
pnquoles con trabajos do control desdo las ciudades A, O y C. 
La probabilidad de recibir un pnquelo do la ciudad 
/I es igual a 0,7, do la ciudad B, igual a 0,2. Hallar la pro¬ 
babilidad do que ol paquete siguionlo so recibirá do la 
ciudad C. 

•sol,limón. Las sucesos «un paqimto lia sillo ruciliido do 
la ciudad /l», «un paquete lia sido recibido do la ciudad Be 
y «un paquete lia sido recibido do la ciudad Cs forman un 
grupo completo, por eso, la suma do las probabilidades de 
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calos sucesos ca igual a la unidad: 

0.7+ 0,2 += 1. 
Do donde, la probabilidad buscada es 
p = 1 - 0,9 - 0,1. 


§ 3. Sucesos opuestos 

Dos sucesos únicamente posibles que forman un grupo 
completo so llaman opuestos. Si uno de los dossocosos opues¬ 
tos so designa por A, el otro se admite on designar por A. 

Ejemplo I. Él impacto y el fallo en el tiro al blanco son 
sucesos opuestos. Si A es el impacto, A os ol tiro fallado. 

Ejemplo 2. De una caja se ha tomado al asar una pieza. 
Los sucesos «apareció una pieza standard» y «apareció una 
pieza no standard» son opuestos. 

Teorema. La turna de las probabilidades de sucesos opues¬ 
tos es igual a la unidad : 

P(.4)+P(J)=t. 

demostración'. Los sucesos opuestos forman un grupo 
completo, y la suma de las probabilidades de los sucesos que 
forman un grupo completo es igual a la unidad (§ 2). 

p — q — 1. 

yola. I. Si tu probabilidad de ueo de los dos sucesos opuestos so 
designa por p, la probabilidad del otro suceso se designa por q. De cstu 
modo, en virtud del teorema anterior 

P-r q = I 

Ejemplo 3. La probabilidad de que el dia será lluvioso 
es p «= 0,7. ¿Cuál es la probabilidad de que el dia sea claro? 

soi.ucion. Los sucesos «din lluvioso» y «din claro» son 
opuestos, por eso la probabilidad buscada es 

q = 1 — p = 1 — 0,7 = 0,3. 

.Vola 2. Al resolver ol problema de hallar lo probabilidad dol suce¬ 
so A, de ordinario conviene el principio calcular ta probabilidad dol 
suceso A. y después hallar la probabilidad buscada por la fórmula: 

P|.t)“i-f(4 
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Kjcm |)lo lili tilín citjn hay n piolas, tío las cuales m 
son standard. Hallar la probabilidad do que cutre k piezas 
extraídas al azar hay aunque seu una standard. 

soi.ucioN. Los sucesos «entro las piezas extraídas hay 
aunque son una standard» y «entre las piezas extraídas no hay 
ni una standard» son opuestos. Designamos ol primer suceso 
por /I, y el segundo por A 

Invidentemente 

l< (/!)- l-Z'(d). 

Hallamos /' (/I). lil nútnoro total de maneras, inodinulo 
las cuales su pueden extraer k piezas do n plexos, os igual o C¡¡. 
lít número do piezas no standard os igual oh— ni; do este 
número de piezas su pueden de C!L,„ maneras oxlrocr k piezas 
mi standard. I’or eso, la probabilidad de que entre las k pie- 

— C H 

eximidas no hny ni mía slnmlnrd, es igual ;i I* (/l) = —“ir 2 . 

L;i probabilidad buscada es 

/'(/!)_l-/'<¿) = 1- 

§ ó. Principio de imposibilidad práctica de sucesos peco 
probables 

Al resolvor muchos problemas prácticos se tropiezan con 
sucesos, cuya probabilidad es muy poca, os decir, próxima 
a cero. ¿Podría considerarse que el suceso poco probablo A 
no ocurrirá on una Lenlatíva única? No se puede lincor tal 
deducción, ya que no se excluye, aunque os poco probable, 
que el suceso A ocurrirá. 

Aparentemente, no es posible predecir si ocurrirá o no 
un suceso poco probable en una Icnlntivu (experimento). 
Sin embargo, la larga experiencia muestra que el suceso poco 
probablo en una lenlatíva úniea en la mayoría do los casos 
no ocurro. 1)asándose en esle bocho so admito ol siguiente 
• principio do imposibilidad práctica ilc los sucosos poco pro¬ 
bables» - . .vi un suceso uleiltariii llene nniH /uní Iirnliiihlllihlll 
lie '/¡ie Heneen, / iriietlriuiicnlc se / incite ennxiilernr i/iic en tina 
lenliiUra única este suceso no ocurrirá. 

Nnturnlmonlo surge la pregunta: ¿cuán poca debo sor la 
probabilidad de un sucoso para poder considerar que es íin- 
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posible que ocurro cu un e.vpoiiniriilo' A esta pregunta no 
se puede responder siiuplciuoiilo. Les respuestas para los 
distintos problemas serán dilorentes. for ojemplo, si lu pro¬ 
babilidad do que ol paracaídas no se abro ul sallar, es igual 
n 0,01, soria inadmisible utilizar semejante paracaídas. 
Si la probabilidad de que un lien do largo recorrido lloguo 
con roíanlo es igual a 0,0). prácticamente so puedo tenor la 
certidumbre do que el tren arribará n tiempo. 

Lo probabilidad suficientemente pequeña, para la cuol 
(en un problema dado) el suceso puede considerarse prác¬ 
ticamente imposible, su llama nivel de signiltcación. Do ordi¬ 
nario, en la práctica se utilizan niveles de significación com¬ 
prendidos entre 0,01 y 0,0ó. £1 nivel de significación, igual 
a 0,01, so llama de uno por ciento; el nivel do significación, 
igual a 0,02, se Huma de dos por cíenlo, etc. 

Cabo señalar que ol piincipio aquí examinado permita 
prodecir no sólo los sucesos, que tienen poca probabilidad, 
sino también los sucesos, cuya probabilidad es próxima a la 
unidad. En efecto, si el suceso .4 tiene una probabilidad pró¬ 
xima a cero, la probabilidad del suceso opuesto A es pró¬ 
xima a la unidad, l’or otro lado, la no aparición del suceso .4 
significa la aparición del suceso opuesto .-I De este modo, 
del principio do imposibilidad de los sucesos poco probables 
so deduce el siguieute corolario importante para tus aplica¬ 
ciones: SI un suceso aleal'-’lo llene probabilidad muy próxima 
u la unidad, prácticamente se puede considerar que esle suceso 
ocurrirá eu un experimen’.o. Está claro que también aquí 
la respuesta a la pregunta, cuál probabilidad hay quo consi¬ 
derar próxima a lo unidad, depende do la naturaleza del 
problema. 


Problemas 

1. A coila 10 OfiO billete* !>• lotería so juegan ISO nromios en obje¬ 
tos y 50 premies on dinero. , Que propabilulod tiene de ganar,_indiíe- 
routomonlo dinero u objoto. el poseedor do un billete do loterin? 

Respuesta p =■ 0,02. 

2. La probabilidad do que un tirador on un disparo marque 10 pan¬ 
tos os igual a 0.1: la probabilidad do morcar 9 pantos es igual o 0,3; 
la probabilidad do marcar 8 o menos pantos es igual a 0,6. ¿Cunl os 
la probabilidad de que en un disparo el tirador marque no menos do 
9 puntos? 

Respuesta p «* 0,4- 
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3. Bu un lote de 10 piezas 8 son standard. Hallar la probabilidad 
do que cutre 2 piezas tomadas al azar eunquo sea una es standard. 

Retpuesta • 

A. En una caja hay 10 piezas, entre las cuales 2 son no standard. 

S Cual es la probabilidad do que entro 0 piezas escogidas ul azar no más 
c una resulto uno pieza no standard? 

Resputtla . 

a 

Advtrlcncla. Si A significa quo no hay ninguna pioxa no slondord 
y D, hoy una pieza no standard, tendremos quo 

P^ + 0) = P(A) + P {/}) = £- + C t, C ~ . 

•*n We 

5. Los sucesos A, B. C y D forman un sistema completo. Las 
probabilidades do los sucesos son: P (#1) — 0,1; P (//) ** 0.4; P (C) — 
■= 0,3. ¿A qué es igual la probabilidad del suceso D? 

Respuesta P (Z>) 0,2. 

6. Según datos estadísticos de un taller do reparaciones, en un 
promedio do 20 paradas de un temo se encuentran: 10 p.ira cambiar ia 
cuchilla; 3 debido al mal esladu de la transmisión; 2 por el suministro 
a destiempo de la pieza bruta. Las demás paradas ocurren por otros 
motivos. ¿Cual es la probabilidad de parada del torno por otros moti¬ 
vos? 

Respuesta p =~ 0,2ó. 


Capítulo tercero 

TEOREMA DEL PRODUCTO DE PROBABILIDADES 


§ 1. Sucesos independientes y dependientes 

Dos sucosos se llninnn Independientes, cuando la probabi¬ 
lidad do uno de ellos no depende de ln aparición o no del 
otro. 

Ejemplo I. Una moneda se arroja 2 veces. La probabili¬ 
dad do que aparezca cara en la primera prueba (suceso A) 
no depende de la aparición o no aparición do cara en la se¬ 
gunda prueba (suceso D). A su vez, la probabilidad de que ou 
ln segunda prueba caiga cora no depende del resultado de la 
primero prueba. En consecuencia, los sucesos A y D son inde¬ 
pendientes. 


3—0380 
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Ejcinplu 2. En una urna hay 5 bolillas blancas y 3 negras. 
So extrae una bolilla al azar. Evidenleuieiilo, la probabili¬ 
dad de quo aparezca una bolilla blanca (sucoso A) es igual 
a -jr. La bolilla extraída so vuelven tirar un la urna ysc ropilo 
la prueba. La probabilidad deque aparezca una bolillo blanco 
en la segunda tentativa (suceso tí), como unios, es igual a ^ 
y no dependo del resultado do la primera prueba. A su vez, 
la probabilidad du extraer una bolilla blanca en la primera 
loulutiva no depende dol resultado do la sogunda tenluliva. 
l'or tanto, los sucesos A y U son independientes. 

Varios sucosos se denominan independíenles por parejas, 
si cada dos de ellos son independientes. 

Ejemplo 3. t na moneda so arroja 3 veces. Supongamos quo 
.1, tí, y C son los sucesos, qnu constituyen la aparición do 
cara respectivamente un la primera, segunda y tercera prue¬ 
bas. Está claro quo, cada par do sucesos considerados (es 
decir, A y tí, A y C, tí y C) son independientes. Do esto modo, 
los sucesos A, tí y C son independientes por parejas (de dos 
en dos). 

Dos sucesos so llaman dependientes, cuando la probabili¬ 
dad du quo ocurra uno de ellos depende de que ocurra o no 
el olio sucoso. 

Ejemplo 4. En una caja liay 100 piezas: hO standard y 
20 no standard. Se loma al azar una pieza, sin volverla a colo¬ 
car en lu cuja. Si apareció una pieza standard (sácese A), 
ia probabilidad do extraer una piczu standard un ia sogunda 
tentativa (suceso tí) es P {tí) = -ái ; si mi la primera tentati¬ 
va se extrajo una pieza no standard, la probabilidad l‘ (I!) = 

so 

“ UU • 

l J or lo tanto, la probabilidad de que ocurra ci suceso tí 
depende de quo ocurra o no el suceso A. Los sucesos A y tí 
son dupciidiunles. 

S 2. Teorema dol producto de probabilidades de siieesoa 
independientes 

Se llama producto de dos sucesos A y tí el suceso A tí, cons¬ 
tituido por lu aparición simultánea de estos sucesos. 

Por ejemplo, si uua caja contione piezas producidas en 
las fábricas N* 1 y N" 2, y A es la aparición do una pieza 
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standard, B es mía pieza producida en la fábrica N° 1, ten¬ 
dremos que AB es la aparición de una pieza standard de la 
fábrica N° 1. 

Se llama producto de varios sucesos el suceso compuesto 
de la aparición simultánea do todos estos sucesos. Por ejom- 
plo, el suceso ABC está compuesto do los sucesos simultá¬ 
neos A, B y C. 

Supongamos quo los sucosos A y B son independientes; 
además, so conocen las probabilidades de estos sucesos. 
¿Cómo hallar la probabilidad de simultaneidad de los suco¬ 
sos /I y B? La respuesta a esto pregunta lo da el teorema del 
producto. 

Teorema. La probabilidad de que aparezcan simultánea¬ 
mente dos sucesos independientes es igual al prodtwto de las proba¬ 
bilidades de estos sucesos: 

P (AB) = P (A)P (B). 

DEMOSTnACtON. Introducimos las designaciones: 

n, número de resultados elementales posibles do la prueba, 
en los cuales el suceso A puede ocurrir o no; 

n„ número de resultados favorables al suceso A ( n , < «}; 

»i, número de resultados elementales posibles de la prue¬ 
ba, en los cuales el suceso B puedo ocurrir o no; 

la,, número de resultados favorables al suceso B (/n, íC m). 

El número total de resultados elementales posibles del 
experimento (en los que ocurren A y B, o bien A y ¡I, o bien A 
y B, o bien .1 y B) es igual a mu. En efecto, cada uno do los n 
resultados, en los que el suceso A ocurre o no, puede combi¬ 
narse con cada uno de los ni resultados, en los que el suceso B 
aparece o no. 

De esto número 11 , 01 , resultados son favorablesa la simul¬ 
taneidad de los sucesos .-1 y B. E 11 realidad, cada uno dolos 
«i resultados favorables al suceso A, puede combinarse con 
cada uno do los m¡ resultados favorables al sucoso B. 

La probabilidad de que los sucesos A y B ocurran simul¬ 
táneamente es 

' ' nm n rn 

Tomando en consideración que = P (A) y «s P(B), 
finalmente obloneinos: 

P (AB) = P (A) P (B). 
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Para generalizar el teorema del producto a varios sucesos, 
introducimos el concepto do inde|>ondcncia de los sucesos en 
el conjunto. 

Varios sucesos se llaman independíenles en el conjunlo, 
si coda uno de ellos y cualquier combinación de los demás 
sucesos (que contieno todos ios restantes sucesos, o parto do 
ellos) son sucosos independientes l'or ejemplo, si los sucosos 
/I,, /I. y A, son independientes cu el conjunto, tumi romos 
que son independientes los sucesos: A,, y A., A, y AA.. 
y d a, A,A 2 y A „ A,A , y A dpljj’ A,. 

Cabe hacer notar que, si varios sucesos son indopendicn- 
tos de dos on dos, eso aún no significa su independencia ou 
ei conjunto. En esto sentido,el requisito do indopomlcncin de 
los sucesos on ol conjunto es mayor que el requisito de su Inde¬ 
pendencia por pareja. 

Aclaremos lo dicho con un ejemplo. Supongamos quo on 
una urna hay ó bolillas pialadas: I de color rojo (A), 1 do 
color azul ( tí ), 1 de color negro (C) y 1 de estos tres colores 
(ABC). ¿A qué es igual la probabilidad /' (/l) de quo la boli¬ 
lla escogida de la urna es do color rojo? Puesto que do ios clín¬ 
ico bolillas dos tienen color rojo, tendremos quo i’ (/I) =■ 

= = Con análogo razonamiento, hallamos: P (/?)=^-i-, 

PCCJ-j. 

Supongamos ahora que la bolilla escogida tiene culoi 
nuil, es decir, que el suceso tí ya ocurrió. ¿Cambia la proba¬ 
bilidad de quo la bolilla escogida lieno color rojo, es decir, 
oxistc la probabilidad del suceso A! Du dos bolillas, qtiu 
tienen color azul, una bolilla lieno lamliióii color roja, por 
eso la probabilidad del suceso A, como antes, es iguala j. 

Por consecuencia, los sucesos A y tí siui independiente*. 

Itazoiiiindodc manera análoga, deducimos que los sucosos 
A y C, tí y C son independientes. Do oslo modo, los sucesos, 
A, B y C son independientes de dos en dos. 

¿Serón independientes estos sucosos on o¡ conjunto? 
Resulta quo no. En efecto, supongamos quo lo bolilla eximi¬ 
da tiene dos colores, por ejemplo, azul y negro. ¿Cuál es la 
probabilidad do quo esta bolilla tonga también color tojo? 
¡'tiesto que sólo una bolilla está piulada con los tres colores, 
la bolilln extraída lieno también color rojo. Un consecuencia, 
suponiendo quo los sucesos tí y C lian ocurrido, llegamos n la 



conclusión que el suceso A ocurrirá con cortozo. Por lo tanto, 
esto suceso es cierto y su probabilidad, igual a la unidad 

(y 

Así, los sucosos independientes de dos en dos A, B y C 
son dependientes en el conjunto. 

A continuación domos el corolario dol teorema del pro¬ 
ducto. 

Corolario. La probabilidad de que ocurran simultánea¬ 
mente varios sucesos, independientes en el conjunto, es igual al 
producto de Ias probabilidades de estos sucesos: 

P (A¡A, . . . /!„) = P (4J P (A¿ ... P (A„). 

demostración. Examinemos los tres sucesos A, B 
y C. La simultaneidad de los sucesos A, B y C es equivalen¬ 
te a la simultaneidad de los sucesos AB y C, por eso, 

P (ABC) = P (AB C). 

Dado que los sucesos A, B y C son independientes en el 
conjunto, en particular son independientes los sucesos AB 
y C, asi como --1 y B. Por el teorema dol producto para dos 
sucesos independientes tendremos: 

P (AB C) = P (AB)-P (C) 

y 

P(AB) = P (A) P (B). 

De este modo, finalmente obtenemos 

P(ABC) = P(A) P(B) P (C). 

Para «arbitrario la demostración se realiza por ol método 
do inducción matemática. 

Nota. St los sucosos A„ A,. . . ., A n son independientes en el 

conjunto, los sucesos opuestos a ellos A,. . 4 ,. A n también son 

¡ndopondicntes en el conjunto. 

Ejemplo 1. Hallar la probabilidad de que aparezca simul¬ 
táneamente 1a cara al arrojar a la vez dos monedas. 

SOLUCION. La probabilidad do aparecer la cara de la pri¬ 
mera moreda (suceso A) es 

P(A)=-1. 
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La probabilidad de que aparezca la cara de la segunda 
moneda (suceso B) es 

Yn que los sucesos A y B son independientes, por el too- 
remn del produelo 1« probnhilidod busendn es igual a 

Ejemplo 2. Tengamos 3 cajas que contienen 10 piezas cada 
una. En la primera caja 8. en la segunda 7 y en la lorcora 0 
son piezas standard. De cada caja se eximo al azar una piozn. 
Hollar la probabilidad do quo los tres piezas eximidas sean 
slandards. 

SCI.PCJON. I.a probabilidad de que de la primera caja se 
exlrajo una pieza standard (suceso A ) es 

/>(/)» .£.=0,8. 

La probabilidad de que do la segunda caja se ha extraído 
una pieza standard (suceso B) es 

P^) = To=0,7. 

La probabilidad do que de la lem-rn taja se haya eximi¬ 
do una pieza standard (suceso C) es 

P(C)—£r~o,<). 

Puesto que los sucesos A, B y C son independientes en el 
conjunto, la probabilidad buscada (por ol toorema del 
producto) es Igual a 

P (ABC) = P (A)-P {B)-P (C) = 0.8 0,7 0,0 - 0..W. 

Damos un ejemplo do aplicación conjunta de los looroinas 
da adición y multiplicación. 

Ejemplo 3. Lo probabilidad do aparición de cada tino do 
los tros sucesos independientes A,. A, y A, es rospcctiva- 
monto igual a p„ p,y p 3 . Hallar la probabilidad do quo apa¬ 
rezca sólo uno do estos sucosos. 

sot.uctON. Cabe hacer notar, por ejemplo, quo la apari¬ 
ción solamente del primer sucoso A¡ equivale a la aparición 

38 



del suceso A,A.A, (apareció el primer suceso y no aparecie¬ 
ron el segundo y tercer sucesos). 

Designemos por: _ _ 

B„ apareció sólo el suceso A,, es decir, B, = A, A. A,-, 

B t . apareció sólo el suceso A „ es decir, /?, = A.A,A,: 

B„ apareció sólo el suceso A„ es decir, B, = A,Á,A t . 

De este modo, para hallar la probabilidad de que aparezco 
solamente uno de los sucesos A,. A., A 3 , vamos a buscar la 
probabilidad P (13, -f- ¡3, + B¿ de que aparezca uno, indi¬ 
ferentemente cual de los sucesos 13,. B «, B,. 

Dado que los sucesos BB., B, son mutuamente exclu- 
yontes, es aplicnblo el teorema do la suma: 

P (B, + B, + BJ - P (B,) + P (B.) + P (B,). (*) 

Queda hallar las probabilidades de cada uno de los suce¬ 
sos B„ B.. B.. 

I.os sucesos jl„d.yi4] son independientes, por lo tanto, 
son independientes los sucesos A t . A, y .4,, por eso a ellos 
se puede aplicar el teorema del producto: 

P (B,) = P (A,Á,Á,) = P(A,)P (4,) P (í 3 ) = 

Análogamente: 

P (S-> = P (.4,Á,Á 3 ) = P (.4,) P (A,) P (A,) = pj,g : : 

P (B,) = P (A 3 A,Á 2 ) = P (-4j) P(Á,)P (Á ; ) = Prt,q.. 

Sustituyendo estas probabilidades en (*), hallamos la 
probabilidad buscada de que aparezca sólo uno de los suce¬ 
sos .4,. A., A,: 

P (B, 4- B. + B,) = p.M, + p.q,q, + pvMs- 


§ 3. Probabilidad de aparición aunque sea de un suceso 

Supongamos que romo resultado de la prueba pueden 
ocurrir n sucesos independientes en el conjunto, o bien algu¬ 
nos de ellos (en particular, sólo uno o ninguno); ndemás, 
las probabilidades de quo ocurran cada uno de los sucesos 
son conocidos. ¿Cómo hallar la probabilidad de quo ocurrirá 
aunque sea uno de estos sucesos? Por ejemplo, si como resul¬ 
tado de la prueba pueden ocurrir tres sucesos, le aparición 
aunque sea de uno de estos sticcsos significa la aparición de 
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uno, dos o tres sucesos. La respuesta a esta pregunta ostá 
dada por el siguiente teorema. 

Teorema. La probabilidad de que ocurra aunque sea uno de 
los sucesos A,. A., . . ., A„, independíenles en el conjunto, 
es igual a la diferencia entre la unidad y el producto tic las 
probabilidades de los sucesos opuestos Á,Á, . . . A„\ 

P(A) - 1 — ... (*) 

DRMosTn ación. Designamos por A el suceso consti¬ 
tuido por la aparición aunque sea do uno do los sucesos A,, 

A- . A„. Los sucesos A y A,A. . . . A„ (no ha ocurrido 

ninguno de los sucesos) son opuestos, por lo tanto, la suma 
de sus probabilidades es igual a la unidad: 

PW + PfaÁ, ... /f„) = l. 

Do aquí, mil ¡anudo el teorema del producto, obtenemos: 
P (A) =_1 - P (Á,A, ... ÁJ-t -P [Á,)-P (AJ . . . 
. . ■ P (<4„), o bien 

P M) = 1 — q,q, 

CASO particular. Si los sucesos A„ A. . A„ 

tienen idéntica probabilidad, igual a p. la probabilidad de que 
ocurra por lo menos uno de estos sucesos es 

P(A)~i-q\ (**) 

Ejemplo 1. Las probabilidades de impacto on c) blanco al 
disparar de tres armas son: p, — 0,8; p, = 0.7; p, = 0,0. 
Hallar la probabilidad de por lo menos un impacto (sucoso A) 
a! disparar simultáneamente de todas las armas. 

solución. La probabilidad do impacto en el blanco con 
cada arma no depondo do los resultados del disparo desdo otras 
armas, por oso, los sucosos considerados A, (impacto do la 
primera arma), A¡ (impacto de la segunda arma) y Al, (im¬ 
pacto de la tercera arma) son independientes on el conjunto. 

Las probabilidades de los sucesos opuestos a los sucesos 
A,, A , y (os decir, las probabilidades do fallos), son res¬ 
pectivamente iguales a: 

íi - í - Pi «= 1 - 0.8 = 0.2; 

?t = i _ p t - 1 _ 0.7 - 0,3; 

Q, = 1 — P. - 1 — 0,9 «0,1. 
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La probabilidad buscada es 
P (/i) = i _ 5 , 7 , 7 , = i _ 0,2-0,3 0.1 = 0,994. 

Ejemplo 2. En lina imprenta hay 4 máquinas planas. 
En probabilidad de que cada máquina trabaja en el instante 
dado, es igual a 0,9. Hallar 1a probabilidad de que en el ins¬ 
tante dado trnbajn por lo monos una máquina (suceso A). 

solución. Puesto que los sucesos «una máquina trabaja» 
y «una máquina no trabaja» (en ol instanto dado) son opues¬ 
tos, la suma do sus probabilidades es igual a lo unidad: 

P 4 7 = 1. 

Do donde la probabilidad de que en el instante dado la 
máquina no trabaja, es igual a 

7 = 1 _ p = 1 — 0,9 = 0,1. 

La probabilidad buscada es 

P (A) = 1 — 7* = 1 — 0,1‘ = 0,9999. 

Puesto que la probabilidad obtenida es muy próxima a la 
unidad, basándose en el corolario del principio de imposi¬ 
bilidad práctica de los sucesos poco probables, podemos de¬ 
ducir quo en el instante dado trabaja por lo menos una de 
las máquinas. 

Ejemplo 3. La probabilidad de que en un disparo un tira¬ 
dor baga impacto en el blanco es igual a 0,4. ¿Cuántas veces 
debe disparar el tirador para que con una probabilidad no 
menor de 0,0 baga blanco por lo monos una voz? 

solución . Designemos por A ol suceso: en n disparos 
ol tirador hace blanco por lo menos una vez. 

Los sucesos constituidos por ol impacto on ol blanco en ol 
primero, segundo, ote. disparos, son independientes en ol 
conjunto, por lo cual es aplicable la fórmula (••) 

P(A) -1-7". 

Teniendo en cítenla qno por la condición P (d) >0,9, 
p — 0,4 (por lo lanío, q = 1 — 0,4 = 0,0), obtenemos: 

1 — 0,0" > 0,9. 

De donde 


0 , 6 " < 0 , 1 . 
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Tomando el logaritmo decimal do esta desigualdad: 
n lg 0.6 sjlg 0,1. 

De donde, tomando en consideración que lg 0,6 < 0. 


tendremos 


- le 0.1 —t _ -1 

n ' Is 6 .T _ "D 7 ST - 0,2218 = 


4,5. 


Asi, n ^ 5, es decir, el tirador ha de efectuar no monos 
de 5 disparos. 

Ejemplo 4. La probabilidad de quo el suceso ocurra por 
lo mena» nnn ver en tres pruebas independientes en el con¬ 
junto es igual a 0,036. Hallar la probabilidad de que ocurra 
el suceso en una prueba (se supone que en lodos las pruebas 
la probabilidad do que ocurra ol suceso es idéntica!. 

soi.ucion. Puesto quo los'sucosas considerados son inde¬ 
pendientes en el conjunto, donde es aplicable lo fórmu¬ 
la (*•) 

p (A) = 1 - q". 

Por la condición P (A) = 0.936: n = 3. Por lo tanto. 

0,936 = 1 - q 3 


o bien 
De aqui 


f = 1 - 0.93G = 0.064. 


9 =J/CT064=0.4. 
l.o probabilidad buscada es 

p = 1 — 5 =s 1 — 0,4 » 0.6. 


§ 4. Probabilidad condicional 

Supongamos que los sucesos A y B son dependientes. 
De la definición de sucesos dependientes se deduce que la 
probabilidad de uno de los sucesos depende desaparición 
o no del otro. Por eso. si nos interesa la probabilidad, por 
ejemplo, del suceso B, es importante saber si se realizó el 
suceso A. 

So llama probabilidad condicional P A ( B ) la prohabilidad 
del suceso B calculado suponiendo que el suceso A ha ocurri¬ 
do yo. 

Ejemplo, lina urna contieno 3 bolillas blancas y 3 ne¬ 
gras. De la urna se extraen dos veces el asar de a una bolilla 
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por ver sin resumirlas en la urna. Hallar la probabilidad de 
que aparezca una bolilla blanca en la segunda prueba (suco¬ 
so /?), si en la primorn prueba se es trajo una bolilla negra 
(suceso A). 

solución. Después do la primera prueba en la urna que¬ 
daron solamente í> bolillas, de ellas 3 blancas. La probabi¬ 
lidad condicional buscada es 

/V flirt Do ln «lefiniclón do ticosos independiente? so deduce que la 
npnrición do uno de ello? nn nltern ln probnbilidnd do quo npnrcica el 
ntro. I'or c*o. pora los «nrenos indopcntlionios se cumplen las igualda¬ 
des: 

p a (»)-/’(») y /■„(/!) = PM). 

I'or rnii'.iciMi'lil''. I..- liiIiilüil.M iriin!iriiimilr. iln sucesos 

¡nibqioiuliciitcs son iguales a las probabilidades absolutas. 


§ 5. Teorema del producto de probabilidades de sucesos 
dependientes 

Supongamos que los sucosos A y D son dependientes: 
adoiníis, las probabilidades P (A) y P A (B) son conocidas. 
¿Cómo hallarla probabilidad de simultaneidad de estos suce¬ 
sos, es decir, la probabilidad de quo aparezcan tanto el suce¬ 
so A corno el suceso DI La respuesta la da el leorama del 
producto. 

Teorema. I.n probabilidad de aparición simultánea de dos 
sucesos dependientes es igual al producto de la probabilidad de 
lino de ellos por la probabilidad condicional del otro calculada 
suponiendo que el primer suceso ha ocurrido ya 

P(AB) ~ P {A) P A (D). 

nKMoSTn ación 1 ni induzcamos las designaciones: 

n, número do resultados elementales posibles do la prueba, 
en los cuales el suceso A ocurro o no: 

n„ número do resultados quo son favorables al suceso 
A (n, $ n); 

m, número do resultados elementales do ln prueba, en 
los cuales ocurro el suceso /?, suponiendo quo ol suceso >1 
ya ocurrió, es derir. estos resultados favorecen a la produc¬ 
ción del suceso n,). 
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La probabilidad de que aparezcan simultáneamente los 
sucesos A y B es 

P(AB) = — ~-^~ . 

' ' n n n, 


Teniendo en cuenta que ^j- = P (A) y ~ «• P A (B), 
finalmente obtenemos 

P(AB) = P (A)-P a (B). (*) 

.Yola I. Aplicando lo fórumlo (•) ol suceso BA. tondremos: 
P (BA) -> P (B)-P n (,l). o bion (pursln que el suceso BA no so <l)fe- 
reacio del suceso AB) 

P(AB)= P(B)P„(A) (••) 

Comparando las fórmulas (*) y (••). deducimos que so satisface 
la igualdad 

P(A)-P a (B)=P(B)-P,(A). (•••) 


Corolario. La probabilidad de que aparezcan simultá¬ 
neamente ¡ arios sucesos dependientes es igual al producto de la 
probabilidad de uno de ellos por las probabilidades condiciona¬ 
les de todos los demás y además, la probabilidad de cada suceso 
sucesico se calcula suponiendo que todos los sucesos anteriores 
han ocurrido ya: 

P[A¡AsA, ... A.) = P[A > ).p A ,{AJ ) .P A , Al (A i ) ... 

• •• Pmas...k..Mo). 

dondo PAtA-...An-,(A m ) es la probabilidad del suceso A„, 

calculada suponiendo que los sucesos A„ A. .X„_, 

han ocurrido. 

En particular, para tres sucesos dependientes tendremos: 
P(ABC) = P(A)P a (B)-P a „(C). 

Cabo hacer notar que el orden, en el que se disponen ios 
sucesos puede ser elegido libremente, es decir, es indiferente 
cuál suceso so considera primero, segundo, etc. 

Para n arbitrario, la demostración se realiza por el méto¬ 
do de inducción matemática. 

Ejemplo 1. Un ajustador tiene 3 ejes cónicos y 7 elípticos. 
El ajustador toma al azar un eje y luego un segundo. Hallar 
la probabilidad de que el primer eje escogido es cónico y el 
segundo, elíptico. 
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solución. La probabilidad de que el primero de los ejes 
escogidos resulte cónico (suceso A) es 

'’W-l- 

La probabilidad do qiio ol segundo do los ojos soa olíptico 
(sucoso B), calculada suponiendo que el primor ojo os cónico, 
os decir, la probabilidad condicional es igual a 

Pa (B) = -y . 

I’or el teorema del producto do probabilidades de sucesos 
ilopendionl.es, la probabilidad buscada es igual a 

P(AU)-P{A)-PaIB)-±.^=^. 

Observemos que. conservando la nolación, bailamos fá- 
cilmeiilo /' (Ü) = -1. (rl) = •§ . P ( B)P g (A) =¿, lo 
que ilustra claramente que se cumple la igualdad (***). 

Ejemplo 2. lin una urna lmy 5 bolillas blancas, 4 negras 
y 3 azules. En cada prueba se extrae ol azar una bolilla, sin 
restituirla a la urna. Hallar la probabilidad do que on lo pri¬ 
mera prueba aparezca uno bolilla blanca (suceso A), on la 
segunda, una negra (suceso B) y en la tercera, una azul (suce¬ 
so C). 

solución. La probabilidad do que aparezca una bolilla 
blanca en lu primera prueba es 

'W-TT- 

La probabilidad do quo aparezca una bolilla negro en la 
segunda prueba, calculada suponiendo quo on la primera 
prueba apareció una bolilla blanca, es decir, la probabilidad 
condicional es 

JU<b>— n-- 

La probabilidad de que aparezca una bolilla azul en la 
torcera prueba, calculada suponiendo quo on la primera prue¬ 
ba apareció una bolilla blanca, y on la segunda, uno negra, es 

/'so(0 = -¿r- 
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Lu probabilidad buscada es 


P{ABO^P(A).p A (B).P At (C)^ 

__5_ 4 3 1 

12 ' 11 ' IU ~ 22 - 

Hola 2. Expresemos la probabilidad condicional do la correlación 
(•) considerando /“(all^O; 




Kála igualdad ae puede lomar como definición de I.i prob.ibilidod 
condu-iounl. 


Problemas 

i. La probabilidad do que un tirador cii un disparo haga blanco, 
es igual a p = 0,9. El tirador hizo 3 disparos. Hallar la probabilidad 
do que los tres disparos dieron al blanco. 

¡{apuesta 0,729. 

2.. So arrojan una moneda y un dado. Hallar la probnbilid.id de 
simultaneidad de los sucesos: «apareció la cara*, «apareció el 6». 

Ha puesta ■— . 

3. En dos cajas se encuentran piezas, cu la primera, 10 (de ellas 
3 stnndnrds). en la segunda. 15 (de ellas 6 stamlards). De cada caja se 
extrae al atar una pieza. Hallar la probabilidad de que ambas piezas 
resulten stnndnrds. 

Respuesta 0,12. 

4. En uu estudio de televisión hay 3 cámaras de televisión. Pata 
cada cámara lo probabilidad de aue ella esté conectada en el instante 
dado, es Igual ap = 0,6. Hallar la probabilidad de que en ol instante 
dado esté conectada por lo menos una cámara (suceso A). 

Respuesta 0.936. 

5. ¿A qué es igual la probabilidad do quo ni tirar tres dados opn- 
rozcan 6 puntos por lo monos en uuo de los dados (suceso A )? 

Rapuza Jl. 

6. Una empresa produco 95Í© de artículos standnrds, además, 
de ellos 80 %, de primora calidad. Hallar la probabilidad de que 
un articulo escogido ol azar fabricado en esta empresa resulte de pri¬ 
mero clase. 

Respuesta 0,817. 


7. bu m ioja una monedo tuntas veces hasta que no aparezcan 2 ve¬ 
ces seguidas el mismo lado. Hallar la probabilidad de los sucesos si¬ 
guientes: a) la prueba termina hasta lo sexto tentativa; b) so necesita 
uu II¿ututo par do tentativos. 

Uexpuesta a) ; b) y. 

8. Do las cifras 1, 2, 3, 4, 5 al principio elegimos uno, y después 
do las cuatro restantes, unu segunda cifra, be supone quo los 20 resul¬ 
tados posibles son equiprobables. 1 Inllar la piobabilidod do quo seré 
elegida una cilra lui|Nir: a) en lu primera tentativa; b) on la segunda 
Imitativa; c) uu ambas tentativos. 

/Icx/íucíiu ») - jj -; >•> • ') - fj - • 

!». La probabilidml de quo en un disparo el tirador haga impacto 
en el diez, es igual ¡i 0,1»; .Cuántos disparos debo hacer el tirador, paro 
ipil' con una probabilidad no menor de 0,8 haga impacto en el diez por 
lo menos unu ve/.? 

H‘'spu<:sta n > 2 

10. Tres lámparas eléctricas están conectadas en serio al circuito. 
La probabilidad de que una (cualquiera) lámpara se oncicnda, cuando 
la tensión do la rud supera n la iiomiunl, es igual o O.G. Hallar ln pro- 
baliilhhul de que n mía len-MÓii oli vada no habrá corrieutn en el cir¬ 
cuito. 

Ueijiursta O.U30. 

11. La probabilidad de quo ci suceso A ocurra por lo menos una 
vez en ilos pruebas independientes, es igual n 0.75. Hallar la prohobi- 
I id mi de quo ocurra el sucoso on una prueba (se supone ciuo la proba¬ 
bilidad do quo ocurra el mi ceso un ambas tentativas es ln misma). 

Hiapucsta 0,5 


12. Tris* equipos .1,. /!„ A t du la sociedad deportiva A coinnilon 
respectivamente con lies cqui|K>s «lo la sociedad U. Las prubobl liando* 
de quu (os equipos du la sociedad A ganen tos juegos a los equipos do la 
sociedad U son: en el encuentro du /I» con /?,. 0,8; de A t con U t , 0,4; 
de «l (1 con // 3 , 0,4. I'miii el triunfo hoy que ganar no iiiciios do dos 
juegos du tres (los empales mi so cuentan). c Cuúl es lo sociedad quo 
tiene probabilidad de triunfar? 

Het punía . Ln sociedad A ^/'* *= 0,544 > ) • 

18. La probabilidad de quo el primer tirador lingo blanco en un 
disparo es igiiul n 0,8 y el seguíalo l motor. 0,0. Hallar ln probabilidad 
de que el blanco será hecho en uta sólo disparo. 

//o ¿puesta 0,44. 
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14. Du la sucesión do número» 1,2.n so eligen suciaivnuiou- 

lu dos números ni atar. Hallur la probabilidad de que uno de ellos es 
menor que un número ontero positivo * y el olro mayor que k, dondo 


flrtpnrrm 2 

AdwriiiKla. Admítase que; a) e! primer número < * y el sogundo 
> *; b) el primor número > k, el segundo < * 

15. La sección ile control lócnico verifica el standard de los artí¬ 
culos. La probabilidad do quo un articulo (producto) uo os standard, 
os igual a 0,1. Hollar la probabilidad de que: a) de tres artículos veri¬ 
ficados sólo uno resulta no standard; b) no standard resulta solamente 
el cuarto en orden de articulo controlado. 
rissputtla a) 0,243; b) 0,0720. 


Capitulo cuarlo 

COROLARIOS DE LOS TEOREMAS DE LA ADICION 
Y DEL PRODUCTO 


§ l. Teorema de la adición de probabilidades de sucesos 
simultáneos 

\« liemos vislo el teorema de iu adición para sucesos que 
se excluyen mutuamente. Aquí expondremos el teorema de la 
adición para sucesos simultáneos. 

Dos sucesos se llaman simultáneos, si la aparición de uno 
de ellos no excluye la aparición dol otro cu una misma prue¬ 
ba. 

Ejemplo. A es la aparición do cuatro puntos al tirar un 
dado; O es la aparición de un número par de puntos. Los 
sucesos A y B son simultáneos. 

Supongamos quo los sucesos A y B son simultáneos, ade¬ 
más so conocen los probabilidades de estos sucesos y la pro¬ 
babilidad do su aparición siuiiilláneu. ¿Cómo hallar lu pro¬ 
babilidad riel suceso A -t- B, consistente en que ocurra por 
lo menos uno de los sucesos /I y B1 La respuesta la da el teo¬ 
rema do la adición de las probabilidades de sucesos simultá¬ 
neos. 

Teorema. La probabilidad de que ocurra por lo menos uno 
de los dos sucesos simultáneos es igual a la suma de las probabi- 
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lidades de estos sucesos sin la probabilidad de que ocurran simul¬ 
táneamente 

P {A + B) = P (A) + P (B) — P ( AB). 

demostración. Puesto que los sucesos A y B se suponou 
simultáneos, el suceso A -j- B se produce, si ocurre uno de 
los tres sucesos que se excluyen mutuamente siguientes: 
AB, AB o bien AB. Por ol teorema de la adición do probabi¬ 
lidades de sucesos mutuamente oxcluyenles 

PiA + B)-P{AB) + P{ÁB) + P{AB) (.) 

El suceso A ocurrirá, si sreproduce uno de los dos sucesos 
mutuamente excluyanles: AB o AB. Por ol teorema do la 
adición de las probabilidades de sucesos quo so excluyen mu¬ 
tuamente tendremos: 

P{A) = P{ÁB)+P(AB). 

De donde 

P(AB)*=P(A) — P(AB). (••) 

Análogamente tendremos: 

P(B)r=P(ÁB)+P(AB). 

De aqui _ 

P(AB)-P{B)-P(AB). (♦..) 

Sustituyendo (**) y (***) en (*), finalmente obtenemos: 

P (.1 ~ B) = P (A) + P (B) — P {AB). (*•**) 

.Vota t. Al utilizar las fórmulas obtenidas hoy quo loncr on cuenta 
quo los sucosos A y 8 puodon ser tonto iudopondiontos, como depen¬ 
dientes. 

Para los sucosos independíenlos 

P (J +B)= P (A) -¡- P (O) - P (A) P (fl); 
para los sucosos depead tontos 

P ( A+D)- P (A) + P IB) - P (A) P a (B). 

•Vola 2. Si los sucesos .1 y B so excluyen mutuamente, su simulta¬ 
neidad os un sucoso incierto y. por lo tanto, P (A B) *■ 0. Lo fórmula 
(•*••) para los sucesos mutuamente excluycnlos toma lu forma 
P(A+ B) = P {A) + P IB). 

ÑuovameQto liemos obtenido el teorema do la adición para suce- 
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íoí ruciprucawoulo oscluyootcs. Asi quy la íóruiubt su 

cumple lauto para los sucosos siwuLUuuos, como para los alterna¬ 
tivos o mutuamente excluyeme*. 

Ljcuiplo. Las probabilidades de liacer blanco al disparar 
el primer y segundo cañones son icspccltvumcnlo iguales a: 
Pi = 0,7; p, = U,8. Hallar la probabilidad do impacto en 
un disparo (do umbos cañones) por lo menos do una «lo los 

cañones. 

solución. La probabilidad do liacer blanco con cudu uno 
do los cañones lio dopoudo dul resultado dol tiro do lu otra 
arma, por oso los sucesos xl(iiupuclo de la puniera urina) y II 
(impacto de la segunda arma) son independientes. 

La probabilidad del suceso Atí (ambas armas liicierun 
impacto) es 

1‘ (AS) - 1 ' (,I) P (i¡) = U,7-0,8 = U,0U. 

La probabilidad buscada es 

¡‘ (A +D)=I’ (A) i- 1‘ (S) - 1‘ (AS) - 

= U.7 + 0,8 — ü,5ü = 0,‘J4. 

•Vola. Puesto que eu este ejemplo los sucesos A y tí sou iudcpeu- 
Uicutcs. se potlcie utilizar la lóruiula P — > — q,q, (cap. 111. ü 3>. 

Lu realidad, las piobabilidadcxjic los sucesos que suu apuestos 
a los sucesos A y tí, es decir, las probabilidades de tullu son: 

«i - i - pi - «— «.< - «.»; 

5. « 1 - P, - 1 - 0,8 = 0.2. 

La probabilidad buscada do que cu una descarga por lo mimos una 
anua luiga uupoclu, es igual a 

P - 1 - «i«. - 1 - 0,3 0.2 - O.lrt. 

Como ara de esperar, hemos obtenido el mismo resultado. 


$ 2. Fórmula de la probabilidad completa. 

Supongamos quo el suceso A puedo ocurrir en condiciones 
de aparición do uno do los sucesos muluumcuto excluyonlos 
U¡, tí., ■ ■ ., D n , que forman un grupo completo. Demos por 
conocidos las probabilidades de estos sucesos y las probabi¬ 
lidades condicionales S a ,(A), l J Dt (A) . S Un (/i) del 

suceso A. ¿Cómo hallar la probabilidad del suceso A’I Lu 
respuesta a esta pregunta lu du el teorema siguiente. 
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Teorema. La probabilidad del suceso A que puede ocurrir 
sólo a condición de que aparecen uno de los sucesos mutuamente 
excluycntes B¡, B t , . . ., B„ que /orinan un grupo completo, 
es igual a la suma de los productos de las probabilidades de 
cada uno de estos sucesos por la correspondiente probabilidad 
condicional del suceso A: 

P(A) = P (8.). P Bl (4) + P (8,) ■ P B , ( A ) + 

+ ...+B(B,,).B D „(.4). 

Esto fórmula, so llama «fórmula (lo la probabilidad completa». 

desiostu ación. Por hipótesis ol suceso A puedo ocurrir, 
si ocurre uno do los sucesos mutuamente cxcluyontcs B lt 

8 . .S„. En otras palabras, la aparición del suceso A 

significa la producción do uno. indiferentemente, de los suce¬ 
sos mutunmonlo cxcluycntos B¡A, B.A . B„A. Utili¬ 

zando el teorema de la adición para el cálculo tic la probabi¬ 
lidad del suceso A, obtenemos 

P (/l) = P (B,/l) + P ( B,A ) + . . . +P [B„A). (*) 

Qnoda por calcular coda uno do los sumandos. Por ol 
teorema del producto de las probabilidades de sucesos depen¬ 
dientes tendremos 

P(B i A) = P{B,)-P b¡ (A)\ B(Bj4) = B(S 2 )B flt (/l); ...; 

P(B„d) = P(fí„)./> s , {A). 

Sustituyendo los segundos miembros de eslus igualdades 
en la correlación (*), obtenemos la fórmula de la probabili¬ 
dad completa 

P(A) = P (8.) • Pb, (A) + P (8j) - P B , (-4) + 

+ ...+P(B„)-B i( „<.4). 

Ejemplo 1. Se tienen dos juegos de piezas. La probabili¬ 
dad de que una pieza del primer juego sea standard, es igual 
a 0,8, y del segundo. 0,9. Hallar la probabilidad de que la 
pieza lomada al azar (do un juego escogido a) acaso) sea 
standard. 

soi-uctON. Designemos por A el suceso. 1a pieza extraída 
es standard. 

La pieza puede ser extraída del primer juego (suceso 8,), 
o bien del segundo juego (suceso 8j). 
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La probabilidad de que la pieza será escogida de) primer 
juego es 

La probabilidad de que la piona será lomado del segundo 
juego es 

PW~ 

La probabilidad condicional do quo dol primor juego 
será oslraida una pieza slandurd es 

La probabilidad condicional (le qno (leí segundo juego 
será extraída una pioza standard os 
^( 4 )- 0 , 0 . 

La probabilidad buscada do que la pieza sacada al azar 
sea standard, por la fórmula do la probabilidad completa os 
igual a 

¡‘ (/l) = /' <Co • Pu, {/!) + /' (U¡) • /■«, (zl) - 

=0,5-0.S+0,5-0.9 = 0,85. 

Ejemplo 2. En la primera caja hay 20 lámparas do radio, 
de ias cuales 18 son standard; en la segunda caja hay 10 vál¬ 
vulas, de las cuales 9 son standard. Do la segunda caja so 
ha tomado una válvula al azar y se lia colocado en la primera. 
Hallar la probabilidad de quo la válvula eximida al acaso 
de la primera caja sen standard. 

SOLUCION, Designamos por A el suceso, de la primera cuja 
so lia extraído una válvula standard 

Do la segunda caja pudo baborsosacado una válvula stan¬ 
dard (suceso /í.) o no standard (sucoso /A)• 

La probabilidad de que do la segunda caja su lia extraido 
una válvula standard es 

''(*■) = -£• 

Lo probabilidad do qno do la segunda caja so lia esco¬ 
gido una válvula no standard es 
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La probabilidad condicional do que do la primera coja se 
ha extraído una válvula standard, a condición de qno do la 
segunda coja se traspasó a la primera una válvula standard, es 

PbM)=\ r- 

La probabilidad condicional de que de la primera coja 
so extrajo una válvula standard, a condición de que de la 
segunda caja se colocó en la primera una válvula no standard, 
os 

(/») = -£ • 

La probabilidad buscada de que, do la primera caja será 
sacada una válvula standard, por la fórmula de probabili¬ 
dad completa, es igual a 


P (A) = P <5.) ■ Pb, (-4) + P [BJ-Pn, ( A ) = 


19- , t 18 
■ 10 ' 21 + to "5T 


= 0,9. 


§ 3. Probabilidad de las hipótesis. Fórmula de Bayos 

Supongamos que el sureso .4 puede ocurrir a condición 
de que npnreren uno de los sucesos mutuamente excluyentes 

B u B . B„. que forman un grupo completo. Puesto 

que de" antemano no se sabe cuál de estos sucesos ocurrirá, 
ellos se llaman hipótesis. La probabilidad de que aparezca 
el suceso A se determina por la fórmula de probabilidad com¬ 
pleta (§ 2): 

P (X) = P ( B,) P n , (.4) + P (Bj)-Pb. (-4) + ... + 

+ P(B„)-Pb„M). (.) 

Admitamos que se realizó un experimento, debido al cual 
ocurrió el suceso A. Nos planteamos determinar cómo han 
variado (a consecuencia de que el suceso .4 ya ocurrió) las 
probabilidades de las hipótesis. En otras palabras, vamos a 
buscar las probabilidades condicionales 

Pa (B,). Pa (50. P A (5,)- 

Primero hallamos la probabilidad condicional P„ [B,). 
Por el teorema del producto tendremos 

P (AB,) - P {A) ■ P+ (S.) = P (B.)• Pb, (A). 
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De donde 


/MB.)- 


Pm-P a ,(A) 

P(A) 


Sustituyendo aquí P ( A ) por ln fórmula (*), obtenemos 

Pa {D,) ~ P{B ,) Mj+i* w+.. +p (B„)-P a „ M) • 

Análogamente se deducen las fórmulas que determinan 
las probabilidades condicionales do las demás hipólosis, os 
decir, ln probabilidad condicional de cualquier hipótesis 
D i (( ** 1 , 2, .... n) puede sor calculada por la fórmula 

p _ P(Q,)P ml A) _ 

' •* - P ( 0 ,)l‘ n¡ M ) + P ..+P (U„)-P B „ (- 1 ) • 

Las fórmulas obtenidas so llaman fórmulas de Flanes 
(nombre del matemático inglés que los dedujo, siondo publi¬ 
cadas en 1764). Las fórmulas de Boyes permiten volver a esti¬ 
mar las probabilidades de las hipótesis despufs de conocer el 
resultado de la experimentación, debido a la cual ocurrió el 
suceso A . 

Ejemplo. Las piezas producidas por una sección do ln 
fábrica caen para su verificación de standard a uno do dos 
revisores. Ln verificación de que una pieza llega al primor 
revisor, es igual a 0,6, y al segundo, 0/i. Ln probabilidad de 
quo la pieza acabada será reconocida como standard por el 
primer revisor es igual a 0,9ó y por el segundo, 0,08. Ln pieza 
acabada ha sido considerada standard. Hallar la probabili¬ 
dad de quo esta pieza fue controlada por el primer revisor. 

solución Designemos por) A el suceso constituido por el 
reconocimiento do ln pieza acabada como standard. Se 
pueden hncor dos hipótesis: 

1) ln pieza fue controlada por el primor revisor (hipótesis 

B,Y. 

2) lo pieza fue controlada por el sognndo revisor (hipóte¬ 
sis B,). 

Ln probabilidad buscada do que la pioza fno controlada 
por el primer revisor, la hallamos por la fórmula do Bayos 




P(t>,)P B ,(A) 

: P<0.) P B ,(A>+P<B,) I‘ b ,(A> 



Según datos del problema tendremos: 
p (B,) — 0,6 (la prohabilidad de que la pieza llega al 
primor revisor); 

P (B,) = 0,4 (la probabilidad de que la pieza llega al 

segundo revisor); 

P Bl (/i) •= 0,94(la probabilidad de que la pieza acabada 
será reconocida como standard por el primer 
revisor): 

Pb¡ (¿) = 0,08'(ln‘ probabilidad do que la pieza acabada será 
considerada como standard por el segundo 
revisor). 

La probabilidad buscada es 

p * = n,A-o.9¡4°iVt-n.«$ ** 0,59 ‘ 

Como se aprecio, hnsta la prueba la probabilidad de la 
hipótesis B, ha sido igual a 0,6 y despuós de conocerse el resul¬ 
tado de la prueba, la probabilidad de esta hipótesis (más 
exactamente, la probabilidad condicional) cambió y so hizo 
igual a 0,59. De este modo, el empleo de la fórmula de Bnyes 
permitió volver a estimar la probabilidad de la hipótesis 
considerada. 


Problemas 

t. Dos tiradores hicieron un disparo cada uno. Lo probabilidad 
do que el primor tirador haza blanco es igual a 0.7 y la do! segundo. 
0.6. Hallar la Probabilidad do que por lo monos uno do los tiradores 
haya dado on el blanco. 

, Respuesta 0.88. 

2. Un montador tiene 16 pieros producidas por la fábrica JO i 
y 4 pirras do la fábrica 2. So han tomado 2 piezas al azar. Ha llar la 
probabilidad de que por lo menos una do ellas resulte producida por 
la fábrica M 1. 

92 

Repunta . 

8. En un grupo de deportistas 20 son esquiadores. 6 ciclistas y 4 
corredores. La probabilidad do cumplir la prueba de cualiflcacíón 
os la siguiente: para el esquiador 0.9; para el ciclista 0,8 y paro el co¬ 
rredor 0.7S. Hallar le probabilidad de que el deportista escogido ai aca¬ 
so cumplo la prueba. 

Rtsputtla 0.86. 



4. Un montador recibió 3 cajas de piezas producidas por la fábri¬ 
ca Kt 1 y 2 cajas do piezas producidas por la fábrica Jú 2 . I.a probabi¬ 
lidad do que la pieza do la fnhricn Kt 1 sea standard os Igual a 0.8 y'ln 
do la fábrica M 2. 0,0. El montador extrajo al acaso una pieza do una 
caja tomada al azar. Hallar 1a probabilidad de que se haya extraido 
una pieza standard. 

Pespunta 0,84. 

5. En la primera coja hay 20 piezas, de las malos IR son standard; 
en la secunda hay 30 piezas, de ellas 24 son standard; en la tercera, 
10 piezas, do las cuales C son standard. Hallar la probabilidad de que 
la pieza cscoqida al acaso do una caja lomado al azor sen standard. 

Pespunta -22- . 

6. En un taller de telovislón bav 4 cinescopios Las probabilida¬ 
des de que el cinescopio observe el plazo de garantía de funcionamiento, 
respectivamente, son Venales a 0.8; <V85: O.*'; O.R.R. Hallar la probabi¬ 
lidad de que el cinescopio tomndo ni azar observe o) plazo de garantía 
de servido. 

Respuesta 0.87S. 

7. En dos cajas bay válvulas de radio. La primera caja contieno 
12 válvula?, de ellas una no standard; en la secunda 10 válvula?, do 
ellas 1. no standard. Do la primera caja se ha extraído al azar una vál¬ 
vula y transpasado a la secunda caja. Hallar la probabilidad de que la 
válvula lomada al azar de la segunda caja sea no standard. 

n 13 

Respuesta . 

8. De un juego completo de 28 fichas de dominó se ha extraído 
unn al azar. Hallar ln probabilidad do que la segundo ficha lomada al 
azar se pueda juntnr a lo primera. 

Respuesta . 

Un eludíante no snbo todas las papelelas de examen. /Fn 
qué caso la probabilidad do escoger una papeleta desconocida será 
la menor cuando toma la prlmorn o la última papeleta? 

Respuesta. I.a probabilidad es Idéntico en ambos casos. 

10. En una cala que contieno 3 piezas Idénticas, so ha lirado una 
pieza standard, y después al arar so ha extraído «na pieza. Hallar la 
probabilidad de que se baya sacado la pieza slnndnrd, si son equlpro- 
hablcs todas hipótesis posibles sobro el número do’pioz.as slnndnrd que 
Inicialmcntc se encontraban en la caja. 

Respuesta 0,025. 

11. Cuando el automático se desvía del régimen de trnbnjo nor¬ 
mal funciona el avisador C-l con la probabilidad de 0.8. y el avisodor 
C-ll funciona con la probabilidad de 1. La probabilidad do quo el 
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Automático está equipado del avisador C-l o C-fl es igual a 0,6 v 0,4 
respectivamente. So ha recibido la señal de desperfecto dol outomatico. 
¿Quien lo más probable: ol automático está equipado del avisador C-i o 

C- 11? 

Respuesta. Ln probabilidad de quo el automático está equipado 
del avisador C-i es igual a , y C-il, -pj-. 

12. Para participar en las pruebas deportivas eliminatorias estu¬ 
diantiles so han seleccionado dol primor grupo del curso 4 estudian¬ 
tes. del segundo grupo. 0 estudiantes: del tercer grupo. 5 cstudíantos. Ijis 
probabilidades do que un estudiante del primor, segundo y torcer gru¬ 
pos participo eo el *>oleoriniindo dol instituto, son rcspectlvamónlo 
iguales n 0,0; 0.7 y 0.8. El estudiante elegido al arar al final do la 
competición entró én el seleccionado. ¿A cuál do loa grupos pertene¬ 
ció con más probabilidad esto estudiante? 

Respuesta. Las probabilidades de quo se bayo elegido un efltudinnta 
dol primor, segundo, tercer grupos, son respectiva monto iguales o: 

18 2t 20. 

59 ’ 59 ' "55“* 


13. La probabilidad do quo los artículos de derla producción satis¬ 
fagan al standard es igual a 0,96. Se propone el sistema simplificado 
de verificación del standard que da un resultado positivo con ln proba¬ 
bilidad de 0.98 para loe artículos que satisfacen el standard, y para los 
artículos que no satisfacen el standard, con probabilidad do 0.05. 
Hallar la probabilidad de que el articula, reconocido como standard 
durante la verificación, satisface en realidad el standard. 

Respuesta 0,998. 


Capitulo quinto 

REPETICION DE LOS EXPERIMENTOS 


§ 1. Fórmula de TtcrnouIH 

Si se ronItann varios experimentos, además ln probabilf- 
dnd del sucoso A en rada pruebo no dependo do los resultados 
do otros pruebas. Inloa experimentos so llaman independiente} 
ron resperto al suceso A. 

F.n distintas pruebas independientes el suceso A puede 
tenor diferentes probabilidades, o bien la misma probnbiJi- 
dad. En adelante consideraremos sólo estos experimentos 
independientes, en los cuales el suceso A tiene ln misma proba¬ 
bilidad. 
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Más adelanto utilizamos el concepto de suceso complejo 
o compuesto, sobreentendiendo por ello la simultaneidad de 
varios sucesos individuales, llamados simples. 

Supongamos que se realizan n pruebas independientes, en 
cada una de las cuales el suceso A puode ocurrir o no ocurrir. 
Vamos a considerar que la probabilidad del suceso A en cada 
prueba es la misma y, precisamente, igual a p. Por lo tanto, 
la probabilidad de que el suceso A no ocurra en cada prueba 
también es constante e igual a q *= 1 — p. 

Tratemos de calcular la probabilidad de que en n pruebas 
el suceso A ocurro exactamente k veces y, por lo tanto, no 
ocurre n — k veces. 

Es importante señalar que no se exige que el suceso A 
se repita exactamente k veces en una sucesión determinada. 
Por ejemplo, si se trata de la aparición del suceso A tres veces 
en cuatro pruebas, son posibles los siguientes sucesos com¬ 
puestos: 

AAAA. AAÁA, AAAA y AAAA. 

La notación AAAA significa que en la primera, segunda 
y tercera pruebas o tentativas el suceso A ocurrió, mientras 
que en la cuarta tentativa no ocurrió, es decir, ocurrió un 
suceso opuesto .4. Las otras notaciones también tienen el 
significado correspondiente. 

A la probabilidad buscada la designamos por P„ (A). 
Por ejemplo, el símbolo P, (3) denota la probabilidad de 
que en cinco tentativas el suceso ocurra exactamente 3 veces 
y, por lo tanto, no ocurra 2 veces. 

El problema planteado lo resuelve lo fórmula de Ber- 
noulll. 

Deducción de la fórmula de Bcrnoulll. La probabilidad de 
un suceso compuesto consistente en quo, en n tentativas el 
suceso A ocurra k veces y no ocurra n — k veces, por el teore¬ 
ma del producto de probabilidades de sucesos independien¬ 
tes, es igual « 

P ? • 

Estos sucesos compuestos pueden ser tantos, como las com- 
binaclones'"posibles do n elementos de k elementos, es decir, 
C¡. Dado quo estos sucesos compuestos so excluyen mutua¬ 
mente, por ol teorema de la adición de probabilidades de 
sucesos'mutuomento excluyentes, la probabilidad buscada 
es igual a la suma de las probabilidades de todos los syeesos 
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compuestos posibles. Puesto que las probabilidades do todos 
estos sucesos compuestos son idénticos, la probabilidad bus¬ 
cada (de quo el suceso A ocurra k veces en n tentativas) es 
igual a la probabilidad de un suceso compuesto, multipli¬ 
cado por el número de ellos: 

íM*)-C*pV-\ 

<* hion 

La ecuación obtenida se llamo (órmula de Bornoulli. 

Ejemplo. La probabilidad de que ol consumo do onergia 
eléctrica durante unos dios no son mayor quo la norma esta¬ 
blecida, es igual n p a 0,75. Hallar la probabilidad do que 
on los próximos 6 dias el consumo do energía eléctrica durante 
ó dias no supere la norma. 

souicion. La probabilidad de consumo normal de ener¬ 
gía eléctrica durante cada uno de los 6 días es constante o 
igual a p = 0,75. Por lo tanto, la probabilidad de un sobre- 
consumo do onergia on cada din también es constanto e igual 
a q = 1 — p = 1 — 0,75 = 0.25. 

Por la fórmula de Bornoulli la probabilidad buscada es 

p. ('<) = C>V = -re (0.75)«- (0,25)»= 0,30. 


§ 2. Teorema local de Laplacc 

En el pórrafo anterior deducimos la fórmula do Bornoulli 
que permito calcular la probabilidad de que ol suceso ocurri¬ 
ré on n tentativas exactamente k veces. En la deducción ho¬ 
rnos supuesto que la probabilidad do que ocurra un suceso en 
cada tentativa es ronstnnlo. 

So nprocin fácilmente quo es bastante difícil utilizar la 
fórmula do Bornoulli para grandes valores de n, ya que hay 
quo oporar con números colosales. Por ejemplo, si n = 50, 
h = 30, p •» 0.1, para hallar la probabilidad (30) hoy 

que calcular la expresión (30) = 3 ¡^¡¡- (0,1 )”•((),9)’°, 

donde 501 = 30 414 003.10»’. 301 - 26 525 28G-10*, 201 - 
= 24 329 020 -10". Claro está que se puede simplificar algo 
el célenlo, utilizando tablas especíalos de logaritmos do fado- 



ríales. Sin embargo, también este camino sigue siendo volu¬ 
minoso y, por lo mismo, presenta un importante inconvenien¬ 
te: las tablas contienen valores aproximados de los logarit¬ 
mos, por lo cual en los cálculos se acumulan errores; en suma, 
el resultado final puede diferenciarse bastante del verdadero. 

Naturalmente surge la pregunta: ¿acaso no se podría 
calcular la probabilidad que nos interesa sin recurrir a la 
fórmula de Bcrnonlli? Resulta que sí, se puede. El teorema 
local do Laplace da precisamente la fórmula asintótica* que 
permite hallar aproximadamente la probabilidad que ocurra 
un suceso exactamente k veces en n tentativas, si el número 
de tentativas o pruebas es bastanto grande. 

Cabe lincor notar que, para el caso particular, precisa¬ 
mente para p = -i. la fórmula asintótica fue descubierta en 
1730 por Moivre; en el año 1783 Laplace generalizó la fór¬ 
mula de Moivre para p arbitrario, distinto de 0 y de i. Por 
eso. el teorema, al que nos referimos, suele llamarse teorema 
de Moivre — Laplace. 

La demostración del teorema local de Laplace es bastante 
compleja, por lo cual sólo formularemos el teorema y dare¬ 
mos ejemplos que ilustran su aplicación. 

Teorema local de Laplace. Si p es la probabilidad de que 
ocurra un suceso .4 en cada tentativa es constante y diferente de 
cero y de la unidad, la probabilidad P„ (A) de que el suceso /I 
ocurra en n tentativas exactamente k veces, aproximadamente 
es igual (tanto mds exacta, cuento mayor es n) al valor de la 
función 

_ a* 


k — np 

^ x = *vSs- 

Existen"tablas en los que se dan los valores de función 
9 (x) ■* e 3 • correspondientes a los valores positivos 

del argumento! (suplemento f). Para los valores negativos del 
argumento se utilizan las mismas tablas, ya que la función 
cp (i) es par, es decir, qt (— x) = <p (z). 

• La función 9 (x) se llama función aproximada asfntóticamanto 

'«• !i ü’• 
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De esle modo, la probabilidad de i|ue uu suceso A ocurra 
oa n tentativas iudcpendionles cxactamcuto k veces, aproxi¬ 
madamente es igual a 

,lo,,aoi '“ w* 

Ejemplo 1. Hallar la probabilidad de que el sucoso A 
ocurrirá osudamente 80 voces on -400 tentativas, si la proba¬ 
bilidad do quo ocurra oslo suceso on cada tentativa es igual 
a 0,2. 

soi.ucion. l'or los dalos dol problema n — 400; k ■= 
= 80; ¡' = 0,2; q *= 0,8. Utilizamos la fórmula asinlótica 
do La placo: 


Culculeinos el valor de x, doterminnblo por los datos dol 
problema 


x 


k — np 80 — 4U0-0.2 

V5S = 8 


l'or la tabla (siiplcincuto 1) hallamos ip (0) = 0,3989. 
Lo probabilidad buscada es 


1 \„ (SO) --g-0,3989 = 0,04980. 


La Fórmula do lleruonlli nos comineo aproximadamente 
al misino resultado (debido n su voluniiiiosidad, so lian omi¬ 
tido los cálculos): 

/'roo (80) - 0,0498. 

Ejemplo 2. Lo probabilidad de que un tirador falle al 
Illanco en un solo disparo es p = 0,75. Hallar la probabilidad 
do quo on 10 disparos el tirador logro hacer blanco 8 voces. 

Solución, l’or los dalos n = 10; A = 8; ¡i = 0,70; 
i/ - 0,25. Utilizamos la fórmula asinlólicn do Lapídeo: 

''■«< 8) “ t/.u =°' 730 ' • * (I) - 
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Calculemos el valor do Zj deleruiinable por los dalos de) 
problema: 


x 


np_ 


' ; 8 ~~Á"'°~ 75 *~" — 0'30- 

VlU-0.7S-D.2S 


Por la tabla (suplántenlo 1) bailamos ip (0,36) = 0,3739 
La probabilidad buscada es 

(8) = 0,7301 -0.3739 - 0,273. 


La fórmula de Bonioulli conduce a olro resultado, precisa¬ 
mente o (S) ■= 0,282. La diforencia tan granito de los 
resultados se debo a que, en eslo ejemplo n tiene uii valor 
pequeño (la fórmula de Laplacc da una aproximación bastan¬ 
te buena sólo para valores do « suficientemente grandes). 


§ 3. Teorema integral de Laplacc 

Nuevamente supongamos que se realizan n pruebas, en 
cada una de las cuales la probabilidad de que ocurra el suce¬ 
so A es constante e igual a p (0 < p < 1). ¿Cómo calcular la 
probabilidad P n (*,, AJ. de que en n tentativas el sucoso .-1 
ocurrirá no ráenos de A-, y no más de A. veces (para abreviar 
diremos «desde A, hasta A. veces»)? La respuesta a esta pre¬ 
gunta la da el teorema integral de Laplace que damos a con¬ 
tinuación, omitiendo la demostración. 

Teorema. Si la probabilidad p de que ocurra un suceso A 
en coda lenlutUa es constante y distinta de cero tj de la unidad, 
la probabilidad l‘„ (A„ AJ de que el suceso .-I ocurra en n ten- 
tatúas desde A, Itasla A, feces, aproximadamente es Igual o una 
integral definida 

*' 11 

Pn (*’«, kj) y— je 2 di, (•) 


donde 



x‘ 


*» ~ "f 


Al resolver las problemas que requicrou la aplicación 
del teorema integral de Laplace, se utilizan tablas especiales, 

puesto que la integral indefinida i 1 dz no se expresa por 



Funciones elementóles. Al final dol libro se do la tabla 


(suplemento 2)pora la integral <I> (i) = 


vsJ' 


dz. En la 


tabla so dan los valores de la función (I> (x) para x positivos 
y para x = 0; para x< 0 so utiliza la misma tabla (la fun¬ 
ción il> (*) os impar, os decir, el) (— i) = — 0> (z)). En la 
tabla so dan los valores do la integral sólo basta x = 5, ya 
tino pura x > 5 so puedo lomar <D ( x) = 0,5. Do ordinario 
<l> (*) so llama función do Lnplace. 

l'arn poder utilizar la tubla do la función do Lnplaco, 
transformamos la correlación (*) así: 

+ 2 dz = 

vW j e 2 * - W j e "^ dl = 1 ® (x ’> - ® (*')• 

De esto modo, la probabilidad do que el suceso A ocurre 
on n tentativas independiontes desde /c, basta k, voces 

l’„ (*,. A:*) ex <I> (x“) — <X) (i'). 

deudo *' y x- = . 

ysp» 

veamos ejemplos que ilustran la aplicación del teorema 
integral do La place. 

Ejemplo. La probabilidad de quo una pieza no baya pasa¬ 
do la comprobación do lo SCT, es igual a p = 0,2. Hallar la 
probabilidad do quo cutre 400 piezas escogidas fortuitaoiento 
resulten no controladas desdo 70 hasta 100 piezas. 

solución. Por los dalos del problema p = 0,2; o <= 0,8; 
n = 400; *, = 70; *, = 100. 

Utilizamos el teorema integral de Lnplace 

(70, 100) s» <1> (*') - O) (*'). 

Calculemos los Jíinilcs inferior y superior de la integración: 

J-y- 0 -*. - -1.25; 

yn/ifl V4UUU.2-U.ii 

_ 100 —4U0-0.2 , , 

1/npí V-iUOU.ZO.8 
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De este modo, tondremos 


P u , (70, 100) = (1) (2,5) - 0> (- 1,25) = <0 (2,5) + 

+ 0(1,25). 

Por la tabla (suplemento 2) bailamos 

O (2,5) = 0,4938; 4> (1,25) = 0,3944. 

La probabilidad bascada es 

l\„ (70, 100) = 0,4938 + 0,3944 - 0,8882. 

jVoía. Designemos por n el uúmero de aparlciooos dol sucoso A ■ 
para n tentativas independíenles, en cada una do las cuales In proba* 
biiidud de que ocurra el anecio A es constante c igual a ;> Si el n muero 

m varia desde A, hasta tendremos que la tracción ~ r ‘~ - variará des* 

k -n k _ n 

de 1 hasta ■ f ~ a'. Por lu lauto, el teorema integral 

V"M V "M 

de Laptace también se puede escribit asi 


P (*' < <r ')“ vr* ]' *■ 

Esta forma de notación la utilizamos más adelanto. 


§ 4. Probabilidad de desviación de la frecuencia relativa 
respecto de la probabilidad constante en experimentos 
independientes 

Consideraremos nuevamente que so realizan n experi¬ 
mentos independientes, en cada uno do los cuales la proba¬ 
bilidad de que aparezca el suceso A es constante o igual a 
p (0 < p < 1). Trotemos de hallar lo probabilidad do que 
la desviación de la frecuencia relativa ~ respecto do la proba¬ 
bilidad constante p, no es mayor, en valor absoluto, que un 
número dado e > 0. En otras palabras, hallamos la proba¬ 
bilidad de que se cumplo la desigualdad 



Esto probabilidad la designaremos así: P — p|<e) . 
Sustituimos la desigualdad (*) por sus equivalentes: 

— e^~- — p<e, o bien — 1 < m ~"’ 1 g: e . 

Multiplicando estos desigualdades por el factor positivo 
j/" —, obtonemos las desigualdades equivalentes a la inicial: 

. \/~ m —"P --- </— 
e(/ M ^ 1^5^ » ~ñ' 

Aplicamos ol teorema integral de Laplacc a la fórmula 
dado en la nota do la pag. 64. Poniendo 

i' = — e j/ -^L y *• = e j/"JL , tend remos: 

■v* 


w i 


« _£ 
e 2 Jz — 


-va- 


V2a 


t] í"‘ 




l’or último, suslitiiyondo la desigualdad por la desigualdad 
inicial equivalente a ella, cerrada entre paréntesis, finalmen¬ 
te obtenemos: 

De este modo, la probabilidad de que se cumpla la desigual¬ 
dad 

aproximadamente es igual al valor doble de la función do 
Laplace 2<D (*) para x = e ^—■ 
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Ejemplo I. Lo probabilidad de que uun piona no os stan¬ 
dard, es p = 0,1. Hallar la probabilidad do quo ontro 40U 
piezas escogidas fortuitamente la frecuencia rola ti va do apa¬ 
rición de piezas no standard so desvia do la probabilidad 
p = 0,1, en valor absoluto, no más do 0,03. 

solución'. Por los datos del probloma n = 400; p =0.1; 
q - 0,0; e - 0,03. 

Se roquiero hallar la probabilidad 0.11^0,0.*! J . 

Utilizando la fórmula |—/i| ^ k J =s 

* 2<l> (e |/^). tendremos:’ /> (j^¡ _ 0,1 j s; 0,03) as 

~ 2 '" (0'03/^)=20)(2).. 

Por la tabla (suplemento 2) liallarnos <!• (2) — 0/i772. 
Por lo tanto, 20 (2) = 0,95'i'í. 

De este modo, la probabilidad buscada es aproximada¬ 
mente igual a 0,9544. 

Este resultado nos dice que: si se toma un número snfi- 
ciontomenlG grande de pruebas do a 400 piezas cada una, 
aproximadamente en el 95,44% de oslas pruebas la desvia¬ 
ción de la frocnencia relativa respecto de la probabilidad 
conslanlc P = 0,1 no supera en valor absoluto 0,03. 

Ejemplo 2. La probabilidad do que la pieza no es stan¬ 
dard, es p — 0,1. Hallar la cantidad de piezas que so debo 
escoger para quo con una probabilidad igual a 0,1)544 se pu¬ 
diese confirmar que la frecuencia relativa de aparición do 
piozns no standards (entre las escogidas) se desvia do la pro¬ 
babilidad consterno p no más do 0,03 en valor absoluto. 

solución. Por los datos del problema p — Ü,1; •/ — 0,11: 
e = 0,03: 

P ( |-2.-0,11^0,03)-0,0544. 

Hoy qno hallar n. 

Utilizamos la (únanla P 



Según los datos, 


2<I>(0,03 |/ — fbla ) " 2 , I > (0,1 /ñ)-0,9514. 
Por lo tanto, ti) (0,1 Vñ) = 0,4772. 


(It-í-c-)- 
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Por la tabla (suplemento 2) hallamos 
<t> (2) «= 0,4772. 

Para hallar el número n obtenemos la ecuación 

0,l^ñ = 2. 

De donde ol número do piezas buscado n = 400. 

El resultado obtenido uos dice que: si se loma un número 
sulicioiiloinouto grandu do pruebas do a 400 piezas, en ol 
95,44% do estas pruebas lu frccuoncia relativa de aparición 
do piezas no slaudurds so diferencia de la probabilidad cons¬ 
tante p — 0,1 no más do 0,03 on valor absoluto, es decir, la 
frecuencia relativa estará comprendida entre los limites des¬ 
do 0,07 (0,1 — 0,03 = 0,07) basta 0,13 (0,1 +• 0,03 = 0,13). 

En otras palabras, el número de piozas no standard en ol 
95,44% de las pruebas estará comprendido entre 28 (7% 
de 400) y 52 (13% de 400). 

Si se loma solameule una prueba de 40Ü piezas, con gran 
certeza se puede esperar que en esa prueba habrá uo menos 
do 28 y no más do 52 piezas no standard. Es posible, aunque 
poco probable, que las piezas uo slundards resulten menos 
do 20 o bien más de 52. 


Problemas 

1. En un taller Itay 6 motores. La piobakilidad para cada motor do 
quo on el instante dado esté conectado es igual a 0,3. Hallar la proba- 
bitidad do que cu el ínstenlo dado: a) están conectados 4 motoros; 
b) están conectados todos los motores; c) todos los motores están des¬ 
conectados. 

ResputsCa s) P, (4) - 0,240; b) P, (6) ~ 0,26; e) P,(0) = 
= 0,000004. 

2 . Hallar la probabilidad do que el suceso -t ocurrirá no menos de 
dos veces on cinco pruobas independientes, si on cada tentativa la pro¬ 
babilidad do que ocurro el suceso A es Igual a 0,3. 

Retpueita P = 1 - (P, (0) + P, (1)1 - 0,472. 

3. El suceso B ocurrirá, si el suceso A so produco no monos do dos 
vecos. Hallar,la probabilidad do quo ol sucoso B ocurrirá, si so realizan 
0 pruobas independientes, eu cada una do las cuales lo probabilidad 
de que ocurra el suceso A es igual a 0,4. 

Jltspursta P =. 1 — [P, (0) + P, (1)1 - 0,767. 
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4. Se han realizado 8 experimentos independíenles, en cada uno 
de los cuales la probabilidad de ocurrir el suceso A es igual o 0,1. Ha¬ 
llar la probabilidad do qiio ol suceso A ocurra por lo monos 2 veces. 

Respuesta P - 1 — \P t (0) + 1\ (1)| = 0.10. 

5. So arroja una moneda G veces. Hallar la probabilidad de quo 
caiga cara: o) menos do dos veces; b) no menos do dos voces. 

Respuesta a) /* = /'*(0) + /'« 0) = ¡ 

b> <?-1-|P,«>)+/>, (1))~ 


ü. Lo probabilidad de hnccr blanco en un nulo disparo de ninm 
oap» 0,0. La probabilidad do balii ol blanco en k impactos {k > 1) 
es igual a 1 — q*. Hallar la probabilidad de que se boga blanco si se 
efectuaron 2 disparos. 

Adiertcncia. Utilícese las fórmulas do UcruuulÜ y de la probabili¬ 
dad completa. 

Respuesta 0 . 0039 . 


7. 11 .illar la probabilidad aproximada de que en 400 piucbas un 
sucoso ocurrirá exactamente 104 veces si la piobabilidad «le su apari¬ 
ción en cada prueba es igual a 0,2. 

Respuesta P i9tt (104) = O.OOOG. 


8 . La probabilidad de que un tirador luga impacto on el blanco on 
un solo disparo os igual n Ü.75. Hollar lu probabilidad de que on 1U0 
dispatus se liará blanco: a) mono* de 7Í) y no más do 81) veces, b) 
uo más do 70 veces. 


Respuesta n) /’,«« (70, 80) 
b) /*,„ (0; 70) = 


20 (1.15) - 
—0 (1.15) + 


0,7/,98; 

0.5 = 0,1251. 


0. La probabilidad de que ocurra un sucoso on codo una de las 
10 000 pruebas independíenles es p = 0,75. Hallar lo probabilidad do 
quo la Irccuoucin relativa de aparición de! suceso so desvia do sil pro¬ 
babilidad no oiós do 0,001 on valor absoluto. 

Respuesta P - 20 (0,23) = 0,132. 

10 , Ln probabilidad do quo ocurra un silvoso en culo lina do las 

pruobos independientes es ¡(¡nal a 0,2. Hallar quó desviación do lo 
frecuencia relativa de aparición do un suceso respecto de su píobnbi¬ 
lí i! o ti so puedo esporsr con la probabilidad 0,9128 on 5000 exporiincu- 
tos. 

Respueita o “ 0,00967. 

11. ¿Cuántas veces hoy quo arrojar una moneda poro une con ln 
probabilidad 0,6 so pueda esperar quo la desviación de ln írecuoiichi 
relativo de aparición do la cara respeslo do la probabilidad p — 0,5 
resulto on valor absoluto no mayor do 0,01? 

Respuesta n ™ 1764. 



Parte segunda 
Magnitudes aleatorias 


Capítulo sato 

TIPOS DE MAGNITUDES ALEATORIAS. 

DETERMINACION DE UNA MAGNITUD ALEATORIA DISCRETA 


§ 1. Magnitud aleatoria 

En la primera parte se citaron los sucesos constituidos por 
la aparición de uno u otro número- Por ejemplo,al tirar un dado 
pueden aparecer los números 1, 2, 3, 4. 5 y 0. No se puede 
determinar de antemano el número de puntos caídos, puesto 
que ello depende de muchos causas fortuitas que no son posi¬ 
bles de tomar en consideración integramente. En esto sen¬ 
tido, el número de puntos es una magnitud aleatoria; los 
números 1, 2, 3, 4, 5 y 6 son los valores posibles de esta 
magnitud. 

Se llamo aleatoria la magnitud que como resultado de un 
experimento toma uno y solamente un valor posible, de ante¬ 
mano desconocido y dependiente de causas fortuitas que pre¬ 
viamente no se pueden tener en cuenta. 

Ejemplo I. El número de niños nacidos entro cien recién 
nacidos es una magnitud aleatoria que tiene los siguientes 
valores posibles; 0, 1, 2, . . ., 100. 

Ejemplo 2. La distancia que recorre un proyoctil al dis¬ 
parar con un cañón es una magnitud aleatoria. En efecto, la 
distancia depende no sólo de la puesta de alza, sino también 
do muchas otras causas (fuerza y dirección del viento, 
temperatura, etc.) que no pueden ser consideradas entera¬ 
mente. 

Los valores posibles do esta magnitud corresponden a un 
cierto intervalo (a, 4). 

En adelante las magnitudes aleatorias las designaremos 
por las letras mayúsculas X, Y, 7., y sus valores posibles, 
respectivamente, por las minúsculas x. y, i. Por ejemplo, si 
la magnitud aleatoria X tiene tres valores posibles, éstas las 
designaremos así: x,, x„ x,. 
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§ 2. Magnitudes aleatorios discretas y continuas 

Volvamos a los ejemplos expuestos nnies. En el primero 
de olios la magnitud aleatoria X podría lomar uno de los 
siguientes valores posibles: 0, 1. 2, . 100. Estos valores 
están separados entre sí por intervalos, en los quo no hay 
valores posibles de X. En consecuencia, en esle ejemplo la 
magnitud nlnnlorin toma valores posibles individuales ais¬ 
lados. 

En el segundo ejemplo la magnitud nlonlorin podría to¬ 
mar cualquiera de los valores del intervalo (ti. ti). Aquí 
no se puedo separar un valor posiblo do otro por un intervalo 
qno no contengo valores posibles do la magnitud nlonlorin. 

De lo expuesto se deduce la conveniencia de distinguir las 
magnitudes aleatorias quo toman sólo valores individuales, 
aislados, y las magnitudes aleatorias, cuyos valores posi¬ 
bles llenan enteramente cierto intervalo. 

Se llanta discreta (discontinua) la magnitud aleatoria que 
loma valores posibles individuales aislados con probabili¬ 
dades determinadas. El número do valores posibles do una 
magnitud aleatoria discreta puede ser finito o infinito. 

Se llama continua la magnitud alealoria que puede tomai 
todos los valores de nn cierto intervalo finito o infinito. 
Evidentemente, el número de valores posibles de una magni¬ 
tud aleatoria continua es infinito. 

Mala. Itala definición do la magnitud 'ilcnlnrfn centiliun un es 
exacta. Más adelante daremns una doiiniciúu más rigumsn. 


§ 3. Ley de distribución de prohnbilidndes de unn magnitud 
aleatoria discreta 

A primera vista puedo parecer que para prefijar una mag¬ 
nitud aleatoria discreta es suficiente enumor.ir lodos sus 
valores posibles. En realidad esto no os asi: las magnitudes 
aleatorias pueden tener enumeraciones tdfnli'as do valores 
posibles, y sus probabilidades son distintas. Por eso, para 
prefijar una magnitud aloatnria discreta no os suficiente onti- 
mornr todos sus valores posibles, sino que hay que indicar 
tambión sus probabilidades. 

So llama leu tic distribución de una magnitud aleatoria dis¬ 
creta la correspondencia ontre los valores posibles y sus pro¬ 
babilidades; ásta puedo profijarso tabulada, analitfcamcnt .0 
(en forma do fórmula) y gráficamente. 
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Cuando la loy do distribución de una magnitud aleatoria 
discreta se da tabulada, la primera línea do la tabla contiene 
los valores posibles y la segunda, sus probabilidades: 

X x, xz ... x„ 

P Pi ft • • • Pn- 

Tomando en consideración que en un experimento la mag¬ 
nitud aleatoria toma uno y solamento un valor posible, dedu¬ 
cimos que los sucesos X = x,, X ■= .. X = x„ for¬ 

man un grupo completo: por lo tanto, la suma do las proba¬ 
bilidades do estos sucesos, os decir, la suma de las probabi¬ 
lidades do la segunda línea es igual a lo unidad: 

P> + Pi + • • • + P’ ” 1 • 

Ejemplo. En una lotería se han emitido 100 billetes. 
Se sortea un premio de 50 rublos y dio?, premios do 1 rublo 
cada uno. Hallar la ley de distribución de la magnitud alea¬ 
toria X, es decir, el valor del premio posible para el poseedor 
de un billete de lotería. 

solución. Escribimos los valores posibles de X: 
x, - 50. íj = 1. x, = 0. 

Las probabilidades de estos valores posibles son: 
p,=0.0f, p. = 0,1. p, = 1 — [p, + P-) = 0,89. 

Escribimos la loy de distribución buscada: 

X 50 10 0 

p 0,01 0,1 0,89 

Verificación: 0.01 +- 01, + 0.89 = 1. 

Para claridad la loy de distribución do la magnitud alea¬ 
toria discretn puedo representarse también gráficamente, 
para lo cual en el sistema de coordenadas rectangulares se 
marcan los puntos (i„ p ,) y luego se unen por segmentas de 
rectas. La figura obtenida se llama polígono de distribución. 

§ 4. Distribución binominal 

Supongamos que se rcali7.nn n experimentos independien¬ 
tes. en cada uno de los cuales el suceso A puede ocurrir, o no 
ocurrir. La probabilidad do que ocurra el suceso eu todas las 
pruebas es constante e igual a p (por lo tanto, la probabili¬ 
dad de que no ocurra es q — 1 — p). Consideremos como mag- 
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nitud aleatorio discreta X el número de apariciones dol suce¬ 
so A en estas pruebas. 

Planteémonos el problema: haliar la ley de distribución 
do lo magnitud X. Para su resolución liay que determinar los 
valores posibles do X y sus probabilidades. 

Evidentemente, el suceso -4 en n pruebas puede no apare¬ 
cer, o aparece 1 ver, o 2 veces, .... o n veces. Por consi¬ 
guióme, los valores posibles de X son: 

i, - 0, i,-l, “ 2.*„ +1 - n. 

Queda por bailar las probabilidades de ostos valeros posi¬ 
bles. para lo cual es suficiente utilizar la fórmula do Uor- 
noulli: 

/>„<*) ~CÜpV-\ (•) 

donde k = 0, 1, 2, 

La fórmula (*) es precisamente la expresión analítica do 
la ley de distribución buscada. 

So llama btnomlnal la distribución do la probabilidad de 
terminoblo por la fórmula de Bcrnoulli. 

La ley se llama obinominal* puesto que el segundo miem¬ 
bro de la igualdad (*) so puede considerar como término 
general de la descomposición del binomio de Newton 

(p + J)" -0"+ C"-'rr-'q+ ... +C¡pY-‘ + • • ■ +CÍ 9 ". 

Do este modo, el primer término de la descomposición 
p" determina la probabilidad do que el suceso examinado 
ocurra n veces en n pruebas independientes: el segundo tér¬ 
mino np"-'i¡ determina la probabilidad do que el suceso ocu¬ 
rra n — 1 veces; . . . ; el último término q" determina la 
probabilidad de que el suceso no ocurra ni una sola vez. 

Escribimos la ley binominal en forma do tabla: 

X n n —1 ... k ... 0 

P p' np'-'q ... C¡pY"‘ ... ?"• 

Ejemplo. Una moneda so arrojo dos voces. Escribir en 
forma do tabla la ley de distribución do la magnitud alea¬ 
toria X, es decir, el número de caídas do cara. 

solución. La probabilidad do que aparezca la cara cada 
vez que se arroja la moneda es p — -i , por lo tonto, la proba¬ 
bilidad de que no aparezca la cara os q = 1 —-i = -i , 
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Si la moneda se arroja dos veces la cara puede aparecer 
2 vecos, o 1 ver, o no aparecer. En consecuencia, los valores 
posibles do X son: 

t, = 2, x. = 1, T g •= 0. 

Por la fórmula de Dernoulli hallamos las probabilidades 
do estos valoras pasibles: 

/’s (2) = ^ =(4-)’“O- 2 ». 

/*•(*)- CiW-244-0.0, 

/‘.m-ev-ÍT)*- 0 - 25 - 

Escribimos la lev de distribución buscada: 

X 2 1 0 

p 0,25 0,5 0,25. 

Verificación: 0,25 | 0,5 4 0,25 = 1. 


§ 5. Distribución de Poisson 

Supongamos queso roaliznu n experimentos independien¬ 
tes, on cada uno de los cuales la probabilidad do que aparezca 
el suceso A as igual a p. Pora determinar la probabilidad de 
apariciones k del sucoso en estas pruebas se utiliza la fórmula 
de Bornoulli. Si n os grande, se utiliza la forma asintótica 
do ¿.aplace. Sin embargo, esta fórmula no es útil si la proba¬ 
bilidad dol suceso es pequeña (p < 0,1). En estos casos (n 
as gremio y p pequeño) so emplea a la fórmula asintótica do 
Poisson. 

Do osta manera, nos planteamos hallar la probabilidad do 
que para un número muy grando de pruebas, en cada una do 
las cuales la probabilidad del suceso es muy pequeña, ol 
suceso ocurrirá cxactoinonto k veces. 

Hagamos una importante admisión: ol producto np con¬ 
serva un valor constante, procisamonlo np = Como es 
de esperar do lo ulterior (cap. VII, § 5) oslo significa que ol 
promedio de apariciones del suceso en diferentes series do expe¬ 
rimentos, as decir, pera distintos valores do n, permanece 
invariable. 
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Utilizamos la fórmula de Bernonlli para calcular la proba¬ 
bilidad que nos intorosa: 

P. <*) = ^ ^!->» „* (i _ P )"-v 

Puesto qne pn = )., p = —. Por lo tanto, 

(i -i.)-», 

Tomando en consideración que n tiene un valor muy gran¬ 
de, on lugar de P„ (k) hallamos lím P„ (k). En este raso se 

hallará sólo el valor aproximado de la probabilidad buscada: 
aunque « es grande, pero finito y al hallar ol limito hacemos 
tender n » infinito. 

Asi pues. 

n-co *’ n* ' n ' 


Do este modo (para sencillez de la inscripción se ha omiti¬ 
do el signo de igualdad aproximada). 


p«m 




Esta fórmula expresa la lev de distribución de Poisson de 
las probabilidades de sucesos raros (p pequeilo) de masas 
<n grande). 

Mota. Existen tablas especiales, con cuyo empleo se puedo hollar 
P„ (*1 conociendo k y >.. 

Ejemplo. I.'nn fábrica envió al depósito 5000 piezas de 
buena calidad. La probabilidad de qne durante el transporte 
una pieza se deteriora, es igual a 0,0002. Hallar la probabi¬ 
lidad de quo lleguon al depósito 3 piezas inservibles. 

solución. Por los datos del problema n — 5000. p = 
= 0,0002, k = 3. Hallamos X: 

X = np = 5000-0,0002 - 1. 
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La probabilidad buscado por la fórmula de Poisson es 
aproximadamente igual o 


,(3), 


■~s0,06. 


§ 0. Flujo elemental de sucesos 

Veamos los sucosos quo ocurren on instantes aleatorios 
de tiempo. 

Se llnnm Unjo de sucesos la sucesión do sucesos quo ocu¬ 
rren en instantes aleatorios do tiompo. Como ejemplos de flu¬ 
jos podemos citar: las llamadas a una central telefónica 
nutomótien (C.TA). a un centro do servicio módico de urgen¬ 
cia: la llegada de nviores al aeropuerto, do los clientes a un 
taller de servicio cotidiano, la sucesión do fallos de elemen¬ 
tos. ele. 

Kntre las propiedades, propias de los flujos, distinguimos 
las de calidad de estacionario, de ausencia do efecto posterior 

y de caiidad de ordinario. 

I,n iiropiedad de cnlidnd de eslneionario so determina 
ron que. la probabilidad de que ocurran k sucosos en cual¬ 
quier intervalo de tiempo depende solamente del número k 
v de la duración t del intervalo v no dependo del comiendo 
de su lectura; en este caso. los distintos intervalos de tiem¬ 
po so suponen no intcrsccahlcs. Por ejemplo, las probabili¬ 
dades de que ocurran ,'r sucesos en los intervalos de tiempo 
(1; 71, <10; 16). (T; T + C) do igual duración / — 6 unida¬ 
des de tiempo, son iguales entro sí. 

Asi, s¡ un finio nnsre lo propiedad de calidad de estacionario, 
lo probabilidad de riñe ocurran k sucesos en un intervalo de 
liempo de durar!6n I es una función que depende solamente 
de I: i/ t. 

I.,t propiedad de «ausencia de efecto posterior» se carnclcri- 
•/a enu que la probabilidad de que ocurran k sucosos en cual¬ 
quier intervalo de tiempo no dependo de que hayan ocurrido 
o no los sucesos en los instantes «lo tiempo que preceden al 
eoniienrn del intervalo considerado. En otras palabras, la 
probabilidad condicional de que ocurran k sucesos on cual¬ 
quier intervalo de tiempo, calculada para Indas las suposicio¬ 
nes de lo que ocurrió hasta el comiendo del intervalo consi¬ 
derado (cuántos sucesos ocurrieron, on qué sucesión), es 
igual a la probabilidad incondicional. De esto modo, la pre- 
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historia <lol flujo no se manifiesta sobre las probabilidades 
de que sucesos ocurran en un futuro próximo. 

Asi, si un Ilujo posee la propiedad de ausencia de electo 
posterior, liay la independencia mutua de apariciones de un 
número u otro de sucesos en interralos de tiempo no interseca- 
bles. 

La propiedad de calidad de ordinario so caracteriza con 
que lo aparición tío dos y más sucesos on un intervalo de tiem¬ 
po pequeño, prácticamente es imposible En otras palabras, la 
probabilidad do que ocurra más de un suceso cu un pequeño 
intervalo tío tiempo es despreciable en comparación con lo 
probabilidad do que ocurra solamcnle un suceso. 

Asi, si un ¡lujo tiene la propiedad de calidad de ordinario, 
en un intervalo de tiempo infinitamente pequeño puede ocurrir 
no más de un suceso. 

El flujo de sucesos que posee las propiedades do calidad 
do estacionario, de ausencia de efecto posterior y de calidad 
de ordinario se llama simple o elemental (de Poisson). 

.Vola. Generalmente es difícil establecer en la práctica si el flujo 
tiono las propiedades antes enumeradas. Por eso, se lien hallado otras 
condiciones, cumpliéndose las cuales el Unjo puedo considerarse ele¬ 
mental. o próximo al elemental. En particular, se lia establecido que 
si un flujo es la suma de un número nity grande de Ilujos estacionarios 
independíenles, la Influencia de rada uno de los cuales sobre la suma 
(Unjo total) es despreciable, el flujo total (en condición de su calidad 
de ordinalk.) es prójima al elemer.'al. 

El promedio de sucesos que ocurren en la unidad de tiem¬ 
po se llama intensidad deI flujo /.. 

Se puede demostrar que si la intensidad constante del 
flujo es conocida, la probabilidad de que ocurran k sucesos 
de un flujo elemental por un intervalo de tiempo t se deter¬ 
mina por la fórmula de Poisson 

Esta fórmula refleja todas las propiedades del flujo ele¬ 
mental. 

En efeclo, do la fórmula so aprecia que la probabilidad 
de que ocurran k sucesos on el tiempo t, para uno intensidad 
dada, es una función de k y I, lo que determina la propiedad 
do cerécler estacionario. 

La fórmula no utiliza la información sobre la aparición 
de los sucesos hasta el comienzo del intervalo considerado, lo 
que caracteriza la propiedad de ousencia de efecto posterior. 
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Demos Iremos que ln fórmula refleja la propiedad de cali¬ 
dad do ordinario. Poniendo A; = 0 y k = 1, hallamos respec- 
livameulo las probabilidades de quo no ocurran los sucesos 
y de quo ocurra un solo suceso: 

p,(0) = e-». P,(l)-=Ü«-« 

Por lo lanío, la probabilidad do quo ocurra más do un suceso 
es 

P, (k > f) ~ 1 - IP, (0) + P, (1)] -1 - [e- u + Ur-»]. 
Descompon ¡onilo 

después de transformaciones simples, obtenemos 
f>,(fc>l) = i^i+... . 

Comparando Pi (i) y /',(< >!). deducimos que para 
pequeños valore? do £ la probabilidad do quo ocurra más 
do un sucoso es despreciable on comparación con la proba¬ 
bilidad do que ocurra un suceso, lo quo determina la propio- 
dad de calidad de ordinario. 

Do esta manera, la fórmula de 1‘oisson puedo considerar¬ 
se un modelo matemático do un flujo elemental de sucesos. 

Ejemplo. El promedio de llamadas recibidas por una 
C.TA on un minuto, es igual a dos. Hallar las probabilidades 
do que on 5 mimilos so reciban: a) 2 llamadas, b) monos do 
das llamadas, c) no menos do líos llamadas. El flujo de lla¬ 
madas se. supone elemental. 

soi.ur.ioN. Por los dalos del problema >- ■=> 2, i = S, 
le *= 2. Utilizamos la fórmula do Poisson 

*.« 

a) l,a probabilidad buscada de que un .1 minutos se reci¬ 
ban 2 llamadas 

(2) _ «y = «0.00225. 

Esto suceso prácticamente os imposible. 
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I>) Los sucesos «no se recibió ningumi llamada» y «so reci¬ 
bió uno llamada» son mutuamente oxcluyentcs, por oso la 
probabilidad buscada do que en 5 minutos se reciba menos 
de dos llamadus, por ol teorema de adición, es 

P t (k< 2) = />, (0) + ¿>,(«) = = 0.000495. 

Este suceso prácticamente es imposible. 

c) Los sucesos «se recibió menos de dos llamadas» y «so 
recibieron no más de dos llamadas» son opuestos, por eso la 
probabilidad buscada de quo en 0 minutos so reciban no 
menos de dos llamadas es 

1\ lk >2) « i - /'»(*< 2) - 1 - 0,000490 - 0,999505. 

Este suceso os prácticamente cicrio. 


Problemas 

1. Los valores posibles de una magnitud aleatoria son: x x = 2, 
x, — 5, x 3 = 8. So conocen las probabilidades do los dos primerea 
valores posibles: p, = 0,4, p. *= U.tó. Hallar la probabilidad de x, 

Respuesta p 3 =» 0,45. 

2. Un dado se lia tirado 3 veces. Escribir la ley de distribución 
del número de apariciones del seis. 

Respuesta X 3 2 i 0 

1 15 75 125 

P 216 21b ¿10 216 

3. Componer la ley de distribución do las probabilidades del núme¬ 
ro de apariciones do uo suceso A en tres pruonas independientes, si lü 
probabilidad de que aparezca el suceso eu cada una de Las pruebas es 
igual a 0,6. 

Respuesta k 0 1 2 3 

p 0,064 0.258 0.432 0,210 

4. Una hiladora alicudo 1000 husos. Lo probabilidad de auo so 
corte el hilo en un huso durante un minuto es igual a 0.004. Hallar la 
probabilidad de quo en un minuto so produzca el corte en cinco husos. 

Respuesta P 1M0 (5) — 0.15G2. 

5. Hallar ol promedio de errores en una página manuscrita, si la 
probabilidad de quo la página manuscrito contenga por lo menos un 
orror, es igual a 0,05. Se supone que ol número do errores está distribuí' 
«lo según la ley do Poisson. 

Advertencia', el probloma se reduce a buscar el parámetro ?. do la 
ecuación e~ k *= 0,05. 

Respuesta 3. 
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I>. El cuuiuulndur do una institución atiendo 100 abonados. La 
probabilidad de quo durante un minuto un abonado llame al conmuta¬ 
dor, os igual u 0,02. ¿Cuál do los dos sucesos os más preboblo: on un 
minuto fimoan 3 abonados; llaman 4 abonados? 

HaputUa (3) = 0,18; P lt0 (4) - 0,09. 

7. Un original do 1000 páginas escritas a máquina contiona 1000 
cirineo. Ilalliii la probabilidad do quo una página lomada ol azar con¬ 
tiene: u) ]»«r lo monos un error, b) cxacUmunto 2 emúes, c) no menos 
do dos errores. So su pono quo el uúnioiu de ciruius esté distribuido por 
la lay do l'oisson. 

Itai'uata a) I' — 1 — — 0,0321, b) (2) «■ 0,18395, 

e) /* - 0,2042. 

5. MI plomadlo do llamadas recibidas por una CTA on un minuto 
es igual a cinco. Hallar la probabilidad do quo on 2 minutos so rccibcu: 
n) 2 llamadas, b) monos do dos llamados, c) no monos do dos llamadas. 

Advortoncin: «-'• — 0,000045. 

Ilcspucsta o) 0,00225. b) 0.000495, c) 0,999505. 


Capítulo séptimo 

HSPEHAN2A MATEMATICA DE UNA MAGNITUD 
ALEATOI1IA OISCllETA 


§ 1. Características numéricos de magnitudes 
aleatorias discretas 

Ya sabemos quo lu ley do distribución caracteriza comple¬ 
tamente la magnitud olfatoria. Sin embargo, do ordinario la 
Juy do distribución no so conoce y hay quo liinilarso a monos 
dalos. A veces, incluso conviene utilizar números que dos- 
criban ln magnitud aleatoria en total; estos números so Ila- 
inun curacIcrisUctu numéricas de una magnitud aleatoria. 
ISnlro las caracloristicas numéricas más importantes cabe 
mencionar ln ospornnzn matemática. 

Como so demostrará mós adelanto, la esperanza matemá¬ 
tica es aproximadamente igual ni valor medio do la magni¬ 
tud aleatoria. 

['ara la resolución do muchos problemas es suficiente co¬ 
nocer la espornnza matemática. I’or ejemplo, si so sabo quo 
la esperanza matemática del número de puntos marcados por 
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ol primer tirador es mayor que el de los marcados por el se¬ 
gundo, el primer tirador marcará un promedio mayor de pun¬ 
tos que el segundo y, por lo tanto, dispara mejor que el se¬ 
gundo. 

A posar de que la esperanza matemática da una cantidad 
bastante menor do datos sobre lo magnitud aleatoria que la 
ley de su distribución, para resolver los problemas, como el 
expuesto y otros más, resulta suficiente conocer la esperanza 
matemática. 

§ 2. Esperanza matemática de una magnitud 
aleatoria discreta 

So llama esperanza matemática do una magnitud aleatoria 
la suma de los productos do lodos sus valores posibles por sus 
probabilidades. 

Supongamos que una magnitud aleatoria X puede lomar 

solamente los valores x¡. x. .. cuyas probabilidades 

respectivamente son p¡, p.. . . ., p„. l'.n eso caso, la espe¬ 
ranza matemática M (.V) de ln magnitud aleatoria .V so 
determina por la igualdad 

ií (X) = x,p, -4- xj>. -i- ~ x„p„. 

A 'ota. De Irt definición se deduce que la esperanza matemática do 
una magnitud aleatoria discreta es una magnitud no aleatoria (cons¬ 
tante). Recomendamos no olvidar esta afirmación, puesto que inás 
adela ote se utiliza con frecueucin. En adelante el lector sabrá que la 
esperanza matemática do una magnitud aleatoria continua también 
es una magnitud constante. 

Ejemplo I. Hallarla esperanza matemática de una mag¬ 
nitud aleatoria X, conociendo su ley de distribución: 

X 3 5 *2 

p 0,1 0,0 0.3. 

SOLUCION. Lo esperanza matemática buscada es igual a la 
suma do los productos de todos los valores posibles de ln 
magnitud aleatoria por sus probabilidades: 

Ai (X) = 3 0,1 + 5 -0,6 + 2.0,3 = 3,9. 

Ejemplo 2. Hallar la esperanza matemática del número 
de apariciones del suceso A en una prueba, si la probabilidad 
del suceso A es igual a p. 
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solución. La magnitud aleatoria X, o seo, el número 
de apariciones del suceso A en una prueba puede tomar sola¬ 
mente dos valores: x, = 1 (el suceso A ocurrió) con la pro¬ 
babilidad p y x, = 0 (el suceso A no ocurrió) con la proba¬ 
bilidad q = 1 — p. La esperanza matemática buscada es 

M{X) *» 1 p + 0-9 ~ p 

Do sucrlo que la esperanza matemática del nilmero de apa¬ 
riciones de un suceso en una prueba es igual a la probabilidad 
de ese suceso Este resultado so utilizará más adolanto. 

§ 3. Sentido probabilistico de la esperanza matemática 

Supongamos que se han realizado n pruebas, en las cua¬ 
les la magnitud aleatoria X ha tomado m, vez el valor x,, 
m. vez el valor x., . . ., m* voz el valor x»; adornas, in, -f 
+ m, + ■ ■ • + »á» = n. En ese caso, la suma de lodos los 
valores tomados por X, es igual a 

*l»lt| T x * m z T • • • T x k m k‘ 

Hallamos la media aritmética A' He todos los valores 
tomados por la magnitud aleatoria, para lo cual dividimos 
la suma obtenida por el número total de pruebas: 

j- _ g 1 CT l -|-X;W;+ - . . -4-XftWfc 
n * 

o bien 

X-xr-^+^.-^+.-.+xn-Si.. (.) 

Cabo hacer notar que la relación es la frecuencia rela¬ 
tiva W, del valor x„ es la frecuencia relativa IK, del 
valor x„ etc., por lo cual la correlación (*) podomos escri¬ 
birla así: 

í_* l »^+* s H' l +...+*»»V (..) 

Supongamos quo el número de pruebas es bastante grande. 
Entonces la frecuencia relativa os aproximadamente igual 
a la probabilidad de aparición de) suceso (esto se demostrará 
en ol cap IX, § 6): 

\V,atp„ ti', ~ p„ . . ., M', ~ p h . 
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Sustituyendo en la correlación (**) las frecuencias relati¬ 
vas por las correspondientes probabilidades, obtenemos 

X axiPi-rX-Jh+ .. • + xi.pi,- 

El segundo miembro do esta igualdad aproximada es M (A'). 

Do tal manera, 

X ~ .1/ (A'). 

El sentido probabilislico del resultado obtenido es: ¡n 
esperanza matemática es aproximadamente igual (tanto más 
exacto, cuanto mayor es el número de pruebas) o la media 
aritmética de los valores observados de la magullad aleatoria. 

,\ola L. Se comprende fácilmente quo lu esperanza matemática es 
mayor que el mínimo v menor quo c! máximo do los valores poslliles. 
En olías palabras, en el eje numérico los valores posibles están dispues¬ 
tos a la izquierda y a la derecha do la csponuiza matemática En esto 
sentido, la esperanza matemática caracteriza la slluaciin Je la ditlrl- 
Iwctóti y, i ni r eso. de ordinario so llauia centra Je distribución. 

leste término lia sido adoptado de mecánica: si las masas p,, /■.. 

. , /i„ están situadas en los puntos de abscisas i,, a,, - . r„ 

adomús p ( = 1, leñáremos qoe la abscisa del ccniio de gravedad 


Teniendo en cueida que 2 r.v. " M (X) y V /' i ~ 1 ‘ obtenemos 
él (X) = re¬ 
líe suerte que la esperanza matemática Its la abscisa del COulro de 
gravedad de un sistema de pumos materiales, cuyas abscisas son igua¬ 
les a los valores posibles do la magnitud aleatoria y sus masas, a sus 
probabiildailos. . , 

Voí-i 2. El origen del termino «us)ioruiiv.i uiiitumalicas osla vin¬ 
culado con el período inicial do surgimiento do la looiia do las proba¬ 
bilidades (siglos XVI — XVII), cuando el campo (lo su aplicación 
se limitaba a los Juegos do azar. Al jugador lo Inloresnba el vnlur medio 
del premio esporado o ou otras palabras, lo esperanza niiiUimáticii tlel 
premio. 


§ ó. Propiedades de la esperanza matemática 

Propiedad I. La esperanza matemática de tina magnitud 
constante -es Igual a la misma constante : 

M ( C) -- C. 



demostración' La constanto C la consiiloraroraos 
como una magnitud aleatoria discreta que tiene sólo un 
valor posiblo C y lo toma con la probabilidad p = 1. Por lo 
tnnto, 

M (C) - C -1 = C. 

Nula 1. Dclimmos ti producto dt la magnitud comíante C por la 
tnacnilud aleatoria discreta X como una raaguilud aleatorio discreta 
Cx, cuyes valores posibles son ¡punios a los productos de la constanto 
C por los valores posibles do .Y; las probabilidades de los valores posi¬ 
bles do CX son (guales a las probabilidades de los correspondientes 
valores posibles de Y. l'or ejemplo, si la probabilidad del valor posi¬ 
ble a, es P|, la probabilidad do quo la magnitud CX torna el valor C: r, 
también es igual a p,. 

Propiedad 2. Un /actor constante se puede sacar fuera del 
signo de esperanza matemática: 

M (CX) = CM (X). 

un mosi'racíon Supongamos que la magnitud alea¬ 
toria X está dadn por la loy de distribución de las probabi¬ 
lidades: 

X x, Xi ... x„ 

P Pt Pt ... Pn- 

Tomnndo en consideración la nota 1, escribimos la ley 
de díslribución de la magnitud aleatoria CX: 

CX Cx, Cx. ... Cx n 

P Pl Pz ■■■ Pn. 

La esperanza matemática do lo magnitud nloalorin CX 
es 

M (CX) = Cx,p, + Cx¡p, + . . . +■ Cx„p n = 

= C (*,p, + x,p, + . .. + r„p„) = CM (X). 

Asi. 

M (CX) = CM (X). 

Nota 2. Antea do pasar a lo «¡guíenlo propiedad, cobo señalar que 
dos magnitudes aleatorios so llaman independíenles cuando la loy do 
distribución do una do ollas no dependo de qué valores posibles ha 
tomado la otra magnitud. En caso contrario, las mognitudes aleatorias 
Son dependientes. Varias magnitudes aleatorias se llaman mutuamente 
independientes si la ley de distribución de cualquior número de ellas no 
dopenden de qué valores posibles tomaron las restontes magnitudes. 
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A'vio 3. Determinamos el producto de loe mognllutla aleo loriar 
Independientei X o Y como una magnitud nlcolorio XY, cuyos valores 
posibles son iguales o los producios do cada valor posible do X por coda 
valor posiblo do Y; las probabilidades do los valores posibles del pro¬ 
duelo XY son iguales o ios producios do las probabilidades do los valo¬ 
res posibles do los laclores. l : or ejemplo, si la probabilidad del valor 
posiblo I, es íguol o p„ la probabilidad dei vnlor posiblo y, es igual 
a g„ la probabilidad dol volor posible ’,y, es igual a p,í,. 

Propiedad 3. La esperanto matemática del producía de dos 
magnitudes aleatorias independientes es igual al producía de 
sus esperantos matemáticas: 

M ( XY ) = M (X ) M (X). 

üemoctracion. Supongamos que las magnitudes alón- 
lorias independientes X e Y oslan prefijadas por sus loyos 
de distribución de las probabilidades*: 

XY x, x l Y y , ¡ t 

P Pt Pt g Si Ya 0 -. 

Componemos lodos los valores que puede lomar la mag¬ 
nitud aleatoria XY, para lo cual multiplicamos lodos los 
valores posibles de X porcada valor posible do y: como resal¬ 
lado obtenemos: z¡y„ x 2 y,, x,y 2 y z,y,. 

Teniendo en cuenta la ñola 3, escribimos la «loy de dis¬ 
tribución» del producto XY: 

XY ii»i x¡y, x,y 2 x¿¡ 2 
P Ptgi Pigt Ptgt Ptgr 

La esperanza matemática os igual a la suma do los pro¬ 
ducios do lodos los valores posibles |ior sus probabilidades: 
M ( XY ) = x,j, p,g, + z,y, p.j, + x,y,p t g 2 H- x,iifPtStr 
o bien 

M ( XY) = !/,«, (*,P, + *iP,) + VtSt (*.P. + - 

= (*iPt + x tP J (YtSi + VtSt) = M (X) M (Y)- 

Do este modo, M {XY) == M (X )-M (Y). 


• Nos hemos limitado a un número poquoiio do valores posibles, 
pora simplificar los cálculos, lio el caso gouor.il, lo demostración os 
análoga. 



Corolario. La esperanza matemática del producto de varias 
magnitudes aleatorias mutuamente independientes es igual al 
producto de sus esperanzas matemáticas. 

Por ejemplo, para tres magnitudes aleatorias tenemos: 

M (XYZ) - AI ( XYZ) = AI (XY) Al (Z) = 

= AI (X) M ( Y) M (Z). 

Para un número arbitrario de magnitudes aleatorias la 
demostración se realiza por el método do inducción mate¬ 
mática. 

lijanpío I. Las magnitudes aleatorias independientes X 
o Y están prefijadas por las siguientes loyos de distribución: 

X 5 2 4 Y 7 !) 

p 0.6 0,1 0.3 p 0.8 0,2. 

Hallar la esperanza matemática déla magnitud aleatoria XY. 

solución. Hallamos la esperanza matemática de cada 
una de las magnitudes dadas: 

M (X) = 5-0,6 + 2 -0,1 +4 -0.3 = 4,4; 

AI (Y) = 7-0,3 + 9-0,2 = 7,4. 

Puesto que las magnitudes aleatorias X e Y son indepen¬ 
dientes, la esperanza matemática buscada es igual a: 

M (XY) = Al (X) AI (Y) = 4,4-7,4 = 32,56. 

A 'ota 4. Determinamos la suma de las magnitudes aleatorias X a Y 
cerne una magnitud nleatoria X + Y, cuyos valores posibles snn igua¬ 
les a las sumas de cada valor posible X con cada valor posible de V; 
las probabilidades de los valores posibles de X + Y para las magni¬ 
tudes independientes X e Y son iguales a los productos de las proba¬ 
bilidades de los sumandos: para los magnitudes dependientes, a los 
productos de lo probabilidad do un sumando por la probabilidad 
condicional del segundo. 

La propiedad que so da a continuación se cumple tanto 
para las magnitudes aleatorios independientes, como para 
las dependientes. 

Propiedad 4. La esperanza matemática de la suma de dos 
magnitudes aleatorias es igual a la suma de las esperanzas ma¬ 
temáticas de los sumandos: 

M (X + y) = M (X) + M (Y). 
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demostración. Supongamos que las magnitudes alea¬ 
torias .Voy están prefijadas por las siguientes leyes de dis¬ 
tribución": 

X *, x 2 Y v, ;/. 

P Pi Ps P «i «;• 

Componemos todos los valores posibles de la magnitud 
■V -|- Y. para lo cual, a cada valor posible de ,Y sumamos 
cada valor posible tío Y; obtenemos r, h l/,. r, +//„ ,r¡ | »/, 
V r. — i/,. Cas probabilidades de estos valores las designa¬ 
mos respectivamente por p„, p„, p„ y p. t . 

La esperanza matemática do la magnitud X |- Y es 
igual a la sumo do los productos de los valores posibles pnr sus 
probabilidades: 

.1/ (X + Y) = (*, 4 y,) p u 4 Ix, 4 y .)|- 
-I- (r- + !l,) Pu 4 ( X „ 4 y.) p. s , 

o bien 

M (X 4 Y) = x, (p„ 4 Pu) 4 (p., 4 />..) 4 

+ Pi 0»n I Pu) I- ;/ 5 (/'« I />«•) (*) 

Demoslrcmos que p,, 4 Pi« = p,. El suceso constituido 
en que X loma el valor a:, (la probabilidad do este suceso es 
igual a P|), da lugar al sueesn que consisto en que X 4 )' 
loma el valor .r, 4 ffi o bien r, 4 ti, (la probabilidad de 
este suceso por el teorema de la adición es igual a p„ 4 p„) 
o inversamente. De aquí so deduce que p,, ¡ p,. p,. 

Análogamente se demuestran las igualdades 

Par + Pea = Pu Pu + Pu — V Pr: + P-s — Pu 

Suslituvendo los primeros miembros de estas igualdades 
en la correlación (*), obtenemos: 

.1/ (X 4 Y) = (x,p, 4 x,p, 1 4 (UiK, 4 y* tí,), 
o bion. finalmonto 

á/ (X 4 J') = á/ (X) H M (JO- 

Corolario, /.a esperanza malemillira ele la suma tic carias 
niuitiitliitlas nleutnrins es igual a la suma ile las esperanzas 
matemáticas de los sumandos. 

• Para simplificar la deducción nos Inuil.unos sólo n dos valores 
posibles (to cada una de las magnitudes. En el caso general, la demos!ra¬ 
ción es análoga. 



Por ejemplo, pera Iros magnitudes sumandos londrcmos: 

M (X +• Y + Z) «= M l(X + X) + Zl =■ 

= M (X + Y) + M (Z) - M (X ) + M (Y) + M (Z). 

Para un número arbitrario de magnitudes sumandos 
la demostración se realiza por ol método de inducción mate¬ 
mática. 

Ejemplo I. Se efectúan 3 disparos con las probabilidades 
do hacer blanco, iguales a p, — 0,4: p. — 0,3 y p, = 0,(5. 
Hallar la esperanza innlemáliea del número total do impactos. 

solución. El numero de impactos en el primer disparo 
os una magnitud aleatoria X|, que puede lomar solamento 
dos valores: 1 (impacto) con probabilidad p, ■= 0.4 o bien 0 
(fallo) con probabilidad ij = f — 0,4 -= 0,0. 

La esperanza matemática del número do impactos en el 
primor disparo es igual a la probabilidad do impacto (véase 
ol ejemplo de la pág SO), es decir. Ai (A',) = 0,4. 

Análogamente hallamos la esperanza matemática del 
número de impactos en el segundo y tercero disparos: 

M (X,) = 0.3. M (XJ = 0,6. 

El número total de impactos también es una magnitud 
aleatoria compuesta de la sumn de impactos en cada uno de 
los tres disparos: 

-V = X, + X, + X,. 

La esperanza matemática buscada la hallamos por el 
teorema de la esperanza matemática do la suma: 

.1/ (X) - M (X, + X. + X.) = M (XJ + .1/ (X.) + 

+ M (X.) = 0.4 + 0,3 + 0,6 = 1,3 (impactos). 

Ejemplo 2. Hallar la esperanza matemática de la suma 
del número de puntos que pueden aparecer al tirar dos dados. 

solución. El número de puntos que puede aparecer en 
el primer dudo, lo designamos por X y el del segundo, por Y. 
Los valores posibles de estas magnitudes son idénticos c 
iguales a 1, 2, 3, 4, 5 y 0; además, la probabilidad de cada 
uno de estos valores es igual a — . 
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Hallamos la esperanza matemático dol nú moro do punios 
que pueden aparecer en el primer dado: 

.'í(A’)«l"j-t2'|+3“y+4'Y+S~j- + ti|=y. 

Es evidente que también M (y) =. i. 

I..i os|»(*rnn7:i mnlomálicn liuscndo es 

M (X + Y) = ilf (.V) + AT (V)«" y + - 5 - = 7. 


5 5. Esperanza matemática del número do apariciones de 
un suceso en experimentos independientes 

Supongamos que se realizan n pruebas independientes, 
cu cada una do las cuales la probabilidad de que aparezca 
el sucoso A es constante e igual a p. ¿A que es igual el prome¬ 
dio de apariciones del suceso A en estas pruebas? La res¬ 
puesta lo da el siguiente teorema 

Teorema. í.a esperanza matemática M ( X) del número 
de apariciones del suceso A en u pruebas independientes es igual 
al producto del número de pruebas por la probabilidad de que 
aparezca el suceso en cada prueba: 

M (A') = np. 

niMusrn ación. Vamos a considerar como magnitud 
aleatoria X el númoro de apariciones del suceso A en « prue¬ 
bas independientes. 

Evidentemente, ol número total A' de apariciones dol 
suceso A en esas pruebas se compone dol número do aparicio¬ 
nes del suceso en cada prueba. Por eso, si A’, os el número do 
aparicionos del suceso en la primera pruolin, -V. en i a segunda. 
. . ., X„ on la n-csimo, oí número total do apariciones del 
suceso X « Aj + A, + . . . X n . 

Por la torcera propiedad do la esperanza matemática, 
tendremos 

M (A’) = M (,Y,) + M (A - .) + . . . -I -Al (A’„). (*) 

Cada uno do los sumandos del segundo miembro «lo la 
igualdad es la espcranz.n matemática del númoro do aparicio¬ 
nes del sucoso en una prueba: M (X,), on la primera, M (X¡) 



en la segunda, ole. Puesto que la esperanza matemática del 
número de apariciones ilc un suceso on una prueba es igual 
a In probabilidad del suceso (§ 2, ejemplo 2), tendremos que 

/!/ (A - ,) ■= .1/ (A’,) =- M (A'„) = p. Poniendo on el segundo 
miembro de la igualdad (*) on lugar de cada sumando p, 
obtenemos 

M (A) - np. (**) 

Nota, Dado que la magnitud X osló distribuida por 1 at o y bino- 
luial, oí teoreinn demostrado so puedo formular lamlnán osí: la rspe- 
rtmta matemático tle la áklrlbuclon Nnomlal do parámetros n y p os 
igual a) producto »/' 

Ejemplo. La probabilidad do bacor blanco al tirar desde un 
cañón es p — 0,f>. Hallar la esperanza matemática del número 
total ilo impactos, si so realizan 10 disparos. 

soi.uciON. El impacto en cada disparo no depende de los 
resultados de los otros disparos, por lo cual los sucosos consi¬ 
derados son independientes y. por lo tanto, la esperanza 
mal emú tica buscada es 

M (X) np -- 10-O.li = 0 (impactos). 


Problema» 

1. Hallar la esperanza matemática de una magnitud aleatoria 
discreta, couooicudo ta ley de su distribución: 

X 6 3 1 

p 0,2 0.3 0,5 

Hapvala 2 , 0 . 

2. Se efectúan 4 disparo» con las probabilidades de impacto p¡ — 
■" ú,l», l'i = 0,'i, p, ■> 0,5 y pe — 0,7. Hallar ta esporaaza matemá¬ 
tica del número lolnl lie impactos. 

Hnpuesta 2,2 impactos. 

3. I.as magullado» aleatorias independientes discretos están pre¬ 
fijadas por las leyes de distribución: 

A' I 2 y 0.5 1 

II 0.2 0,8 p 0.3 0,7 

Hallar la esperanza matemática del producía XY por dos mótodos: 
I) rompooieudo la lev da distribución tle 3TK; 2) utilizando la propie¬ 
dad .3. 

Hettpiitíta 1,53. 
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'4. Los magnitudes Aleatorias discretas X c Y están prelijados por 
las leyes «lo distribución señaladas en el problema 3. Hollar lo espe¬ 
ranza matemática do la suma A' + Y por dos métodos: 1) componien¬ 
do la ley do distribución de X + Y; 2) utilizando la piopiodod 4. 

¡¡apunta 2.D5. 

• La probabilidad de que (olio una pieza durante la prueba de 
Habilidad es igual a 0.2. Hallar la esperanza matemática del número 
do piezas que fallan, si so verifican 10 piezas. 

Respuesta 2 piezas. 

C. Hallar la esperanza matemática del número de puntos que pue¬ 
den salir al tirar simultáneamente dos dados. 

Hapuesta 12.25 puntos. 

v 7. Hallar la esperanza matemática del número do billetes de lote¬ 
ría que pueden ser premiados, si se liar adquirido 20 billetes, y la pro¬ 
babilidad do que sea premiado un billete es igual a 0.3. 

Respuesta 6 billetes. 


Capítulo octavo 

DISPERSION DE UNA MAGXlTt D ALEATORIA 
DISCRETA 


§ í. Utilidad de la introducción de la característica 
numérica de dispersión de una magnitud aleatoria 

Es fácil predecir magnitudes aleatorias toles que tengan 
idénticos esperanzas maternal ices. pero distintos valores posi¬ 
bles. 

Veamos, por ejomplo, los magnitudes alontorias discre¬ 
tas Y e Y prefijadas por las siguientes leyes de distribución.' 
Y -0.01 0,01 Y -100 100 
p 0.5 0.5 p 0,5 0,5. 

Hallamos las esperanzas matemáticas de oslas magnitudes: 
M (Y) - - 0,01 -0,5 + 0,01 0.5 - 0, 

M (Y) = - 100-0.5 + 100-0,5 ~ 0. 

Aquí las esperanzas matemáticas de ambas magnitudes 
son idénticas, y los valores posibles son distintos; además, 
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X llene valores posibles, próximos a la esperanza matoniá- 
I ira, en lanío que Y, apartados do su esperanza matemática. 
Km consecuencia, conociendo solamente la esperanza mate* 
nuil lea de una magnitud aleatoria, no so puode predecir qué 
valorea posibles lomará, ni tampoco cómo ostán dispersos 
alrededor de la esperanza matemática. En otras palabras, la 
esperanza matemática no caracteriza del todo la magnitud 
aleatoria. 

I’or esta causa, junto con la esperanza matemática se 
introducen también otras cnrnclcrislicas numéricos. Asi, 
por ejemplo, para estimar como están dispersos los valores 
posibles ¡le una magnitud aleatoria alrededor de su esperanza 
mu temática, se utiliza, cu particular, una característica 
numérica, llamada dispersión, v ' 

Antes de pasar n la definición y a las propiedades do la 
dispersión, introducimos ol concepto do desviación de una 
uiagiiilinl aleatoria respecto de su esperanza matemática. 


5 2. Desviación de una magnitud aleatoria 
ile su esperanza mnlruiáticn 

Supongamos que A' es una magnitud alaotoria y M (X), 
su esperanza matemática. Consideremos como una nueva 
magnitud aleatoria la diferencia X — Al (X). 

Se llama tfesrifíción la diferencio cutre una magnitud 
aleatoria y su esperanza matemática. 

Supongamos que se conoce la loy do distribución de X 

X xi x, ... x„ 

P Pi Pi ... Pm- 

Escribimos la ley de distribución de la desviación. Para 
que la desviación lomo el valor x, — M (X) os suficiente que 
la magnitud aleatoria tome el valor ,r,. La probabilidad do 
este suceso es igual a p,; por lo tanto, lambió» la probabili¬ 
dad de qno la desviación lomo el valor x, — Al (X), asimis¬ 
mo es igual a />,. Análogamente so presenta para los demás 
valores posibles de la desviación. 

Cor consiguiente, la desviación tiene la .siguiente ley de 
dist tibuciim 

X-.V(X) x, — .1/ (XI t, — M (X) ... x n — M (X) 

P pi P, ■■■ Pn- 
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Damos una importante propiedad de la desviación que 
será utilizada más adelante. 

Teorema. La esperanza matemática de la desalación es 
Igual a cero: 

M IX — il (A)l - 0. 

demostración Utilizando las propiedades de la 

esperanza matemática (la esperanza matemática de la dife¬ 
rencia es igual a la diferencia de las esperanzas materna 
ticas, ln esperanza matemática de uno consiento es igual a 
misma constante) y tomando en consideración que M (A’) 
es una magnitud constante, tendremos: 

M [A - M (A)l = .1/ (A") - »l \M (A)l = M (A) - 
- M (A) = 0. 

§ 3. Dispersión de una magnitud aleatoria discreta 

De ordinario, en la práctica hay que estimar la dispersión 
de los valores posibles de una magnitud aleatoria alrededor 
de su valor medio. Por ejemplo, en artillería es importante 
saber con qnó precisión caen los proyectiles cerca del blanco 
que debe ser batido. 

A primera vista puede parecer que para estimar la disper¬ 
sión lo más fácil es calcular todos los valores posibles de la 
desviación de una magnitud aleatoria y después hallar su 
valor medio. Sin embargo, esto método no da resultado, ya 
que el valor medio de la desviación, es decir, M (A - — XI (A)] 
pnrn cualquier magnitud aleatoria es igual a coro. Esta pro¬ 
piedad ya fue demostrada en el párrafo anterior y se explica 
con que ciertas desviaciones posibles son positivos y otras 
negativas: debido a la anulación mutua el valor medio de la 
desviación es igual a cero. 

Estas consideraciones denotnn la conveniencia do susti¬ 
tuir las desviaciones posibles por sus valores absolutos o por 
sus cuadrados. Precisamente asi se procede. En realidad, 
cuando las desviaciones posibles so sustituyen por sus valo¬ 
res absolutos, so debo operar con magnitudes absolutas, lo 
que, a veces, da lugar a serias dificultades. Por eso, frecuen¬ 
temente se sigue otro método, es decir, se calcula el valor 
medio del cuadrado de la desviación que precisamente se 
llama dispersión. 

Se llama dispersión de una magnitud aleatoria discreta 
la esperanza matemática del cuadrado do la desviación de la 



magnitud aleatoria tea pesio de su esperanza matemática: 

U (X) = M IX - M [X)l‘. . ir’. E [(*-«>'] 

Supongamos que una magnitud aleatoria está prefijada 
por la ley de distribución 

X x, Xj ... x„ 

P Pi P> P«- 

En tal caso, el cuadrado da la desviación tiene la siguien¬ 
te loy do distribución: 

[X — M (X)|* [x t — M (X))* \x*-M(X) 1» ... t*„-AÍ(X)|* 
P Pi Pz ... P... 

l’or dciinición la dispersión es igual a 
¿> (X) ~ Al IX — itf (X)l* = [i, - AI (X)l = ■?! + 

+ li, - AI (X)l* X p, + . . - + lx„ _ iW (X)l*.p„. 

IJo esta inancra, para bailar la dispersión es suficiontc 
calcular la suma de los productos de los valores posibles do) 
cuadrado de la desviación por sus probabilidades. 

jVola. Uc la definición se deduco que la dispersión de una magni¬ 
tud aleatoria discreta es una magnitud no aleatoria (constonte). En 
adelante el lector sabrá quo la dispersión de unu magnitud aloatoria 
cuulinun también es una magnitud constante. 

Ejemplo. Hallar la dispersión de la magnitud aleatoria X, 
dada por la siguiente loy de distribución: 

X 1 2 5 

p 0,3 0,5 0,2. 

solución Hallamos la esperanza matemático 
Al (X) - 1 0.3 + 2 0,5 + 5 0,2 - 2,3. 

Hallamos lodos los valores posibles del cuadrado de lo 
desviación 

U, - M <X)I* = (1 - 2.3)* - 1,00; 

tx, — M (X)l* - (2 — 2,3)* = 0,00; 

U, - M (,Y)I* = (5 - 2,3)* - 7,29. 
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Escribimos la ley de distribución del cuadrado de In des¬ 
viación: 

\X-M(X)]‘ 1,69 0,09 7,29 
p 0.3 0,5 0,2. 

l'or definición de dispersión 
D (X ) = 1,69-0,3 + 0,09-0,5 + 7,29 -0,2 = 2,01 

Vemos que el cálculo basado en la definición do disper¬ 
sión. resultó relativamente voluminoso. A continuación ex¬ 
pondremos la fórmula que nos conduce bástanlo más rápi¬ 
damente ni resultado. 


§ 4. Fórmula para el cálculo de la dispersión 

ílcneralnu-nlo para el cálculo de la dispersión resulta con¬ 
veniente utilizar el siguiente teorema. 

Teorema. La dispersión es igual a la diferencia entre la 
esperanza matemática del cuadrado de la magnitud aleatoria X 
!/ el cuadrado de su esperanza matemática'. 

D (X) = .1/ (.V 1 ) - (.1/ (A’)l'. 

demostración . La esperanza matemática .1/ (X) es 
una magnitud constante, por lo tanto, 2.1/ (.Y) y .l/ a (X) son 
también magnitudes constantes. Tomando en consideración 
esto y utilizando las propiedades da la esperanza matemá¬ 
tica (el factor conslanlo se puede extraer del signo de espe¬ 
ranza matemática; la esperanza matemática de la suma es 
igual a la suma de las esperanzas matemáticos de los suman¬ 
dos), simplificamos la fórmula que exprosa la definición de 
la dispersión: 

D (X) - Al IX - M (X)l* - .1/ IX 1 - 2X1/ (X) -r 
-i- Al* (X)l - Al (X ! ) - 2 M (X) Al (X) + ,l/ 5 (X) - 

= M (X 5 ) - 2M* (X) + Al* (X) = M (X a ) - M 1 (X). 
De esto modo, 

D (X) = Al (X 1 ) - W (X)l*. 

Para recordar más fácilmente la fórmula se han intro¬ 
ducido en su notación los corchetes. 
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Ejemplo 1. 1 tallar la dispersión do ln magnitud aleatoria 
X prefijada por la siguiente ley de distribución: 

X 2 3 5 

p 0,1 0,6 0,3. 

solución. Hallamos ln esperanza matemática M (X): 

Al (X) - 2-0,1 |- 3-0,0 -| 5-0,3 - 3,5. 

Escribimos la ley do distribución do ln magnitud aleatoria 
A - ’: 

X* 4 9 25 

p 0.1 0,6 0,3. 

Hallamos la esperanza matemática Al (X*): 

Al (X*) = 4 -0,1 + 9 -0,0 + 25 -0,3 = 13,3. 

I.» dispersión buscada es 

O (X) = M (X») - IrW (X)l* = 13,3 - (3,5)’ ~ 1,05. 

jVfiin. Aparentemente. si .Y a y tienen iiléulicns valores posibles 
e Igual esperanza matemática, las dispersiones de estas magnitudes son 
iguales (en i'ti-eln. | los valores posibles de ninbas iiiogniludes esli'in 
igiialiiienle dispersas alrededor de sus <-s|sTaaras mnlrniálicasl). 
Kinpem, en el coso gi-ncrnl. esto no es así. Itesull.-i que los valores posi¬ 
bles iilrnl iros de las ai.igiilluilrse\.liiiinoilos lii-nen. en general, distin¬ 
tos prabnbiüdiides, e/i lauta ,/ae la maamliul i Ir la dispersión se deter¬ 
mina u o sala por las ralsnios ¡alores posibles, sino ¡amblen por sur proba¬ 
bilidades. Pin- ejemplo, si los probabilidades «lejanas* respecto de la 
esperanzo matemática de los volares posibles do X son mayores que los 
probabilidades lie los misinos valores de V y las probabilidades *pró- 
ximasi de lus valores de .Y son menores que los probabilidades de los 
mismos valores de )'. evidentemente, la dispersión de -Y es mayor que 
la ilispoisión de Y. 

Veamos un ejemplo ilustrativo. 

Ejemplo 2. Comparar las dispersiones (lo las magnitudes 
nlantoríns prefijadas por las leyes do distribución: 

X -1 1 2 3 Y —i 1 23 

p 0.48 0,01 0,00 0,42 p 0,10 0,51 0.25 0,05 

solución Se aprecia fúcilmcnlo que 
Al (X) = M (Y) m, 0,97; 

D (.Y) ~ 3,09. D (Y) ai 1,21. 

I’or ln lanío, los valores posibles y las ospcranzns mate¬ 
máticas «lo X o Y son Idénticas, mientras que las dispersio¬ 
nes son distintas; además, D (X) >ü (}'), 

Hsle resultada se podía haber previsto sin cálculos, ob¬ 
servando solnmento las leyes de distribución. 
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§ 5. Propiedades de la dispersión 

Propiedad 1. La dispersión de una magnitud constante C 
es igual a cero: 

D (C) = 0. 

Demostración. Por definición do dispersión tenemos 
que 

D ( C ) = AI (1 C - M (C)l*>. 

Utilizando la primera propiedad do la esperanza mate¬ 
mática (lo esperanza matemática de una constante es igual 
a la misma constante), obtenemos 

D (C) = .1/ l(C - C) : l - M (0) - 0. 

Así 

D (C) = 0. 

La propiedad so lince más clara si se tiene en cuenta que 
una magnitud constante conserva el mismo valor y, desde 
luego, no tiene dispersión. 

Propiedad 2. Un / actor constante se puede sacar /«era del 
signo de dispersión , elevándola al cuadrado. 

D ( CX ) = C ! D (X). 

DEMOSTRACION Por definición de dispersión toneinos 

que 

D (CX) = M {iC.Y - M (CX)! 2 }. 

Utilizando la segunda propiedad de la esperanza mate¬ 
mática (el factor constante so puedo sacar fuera dol signo 
de esperanza matemática), obtenemos 

D (CX) =■ Al (IC.Y - Cif (X)l a ) - 
-.V (C' IX — A/ (X)\-)-C-M {(.Y — .1/ (.Y))’) — C 2 D(X). 
Do esta suerte 

D (CX) = C'D (X). 

La propiedad sobace más clara si so toma en consideración 
que cuando |C| > 1 la magnitud CX lione valores posibles 
(en magnitud absoluta) mayores quo la magnitud de X. 
De aquí se deducoque, estos valores dispersos alrededor de 
la esperanza matemática 1/ (C.Y)son mayores que los valores 
posibles de X alrededor de.l/ (X), es decir, D (CX) > D(X). 
Por el contrario, siO < | C | < 1, tendremos quo D(CX) < 
< D (X). 
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Propiedad 3. La dispersión de la suma de dos magnitudes 
aleatorias independientes es iguala la suma de las dispersiones 
de estas magnitudes: 

D (X + Y) <= D (X) + D ( Y). 

demostración. Por la fórmula para el cálculo de la 
dispersión tenemos que 

d (X + y) = m kx + r) s i - iaí (x + y»*. 

Abriendo paréntesis y utilizando las propiedades de la 
esperanza matemática do la suma do varias magnitudes y del 
producto de dos magnitudes aleatorias independientes, obte¬ 
nemos 

D (X + Y) ~ M IX» + 2X/ + y*) - |M (X) + 

+ M (y)P = M (X*) + 2 M (X) M ( Y) + Ü1 (y>) - 
- m* (X) - 2,v/ (X) ai (y) - ai- (y> - 

= [M (X 1 ) - uu (X)P) + {,1/ (y>) - |AÍ (y)i ! ) = 

= d (X) + o (y). 

Así que 

D (X + y) = D (X) + O <y>. 

Corolario I. La dispersión de la suma de varias magnitudes 
aleatorias mutuamente independientes es igual a la suma de las 
dispersiones de estas magnitudes. 

Por ejemplo, para tres sumandos tenemos que 

d (x + y + z) « d ix + <y + 2)1 = o(X) + 

+ D (Y+ Z) = D{X)+ D [Y) + D (Z). 

Para un número arbitrario de sumandos la demostración 
se realiza por el método de inducción matemática. 

Corolario 2. La dispersión de la suma de una magnitud 
constante y de una aleatoria es igual a la dispersión de la magni¬ 
tud aleatoria: 

D(C+ X)= D (X). 

Demostración Las magnitudes C y X son indepen¬ 
dientes, por eso. según la tercera propiedad 
D (C + X) = D (C) + D (X). 

En virtud de la primera propiedad O (C) = 0. Por consi¬ 
guiente, 

D (C + X) - D (X). 
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La propiedad se lince comprensible si so tiene en cuenta 
que las magnitudes X y X + C so diferencian solamente por 
el comienzo de la lectura y por lo tanto, están dispersas 
igualmente alrededor de sus esperantos matemáticas. 

Propiedad 4. La dispersión de la diferencia de dos magnitu¬ 
des aleatorias independíenles es igual a la suma de sus disper¬ 
siones: 

D(X - Y) ■= D ( X) I O ()'). 
demostración. En virtud do lo torcera propiedad 
D (X — Y) - D (X) + D (— Y). 

Por la segundo propiedad 

D[X - 7) = D (X) + (- l) 3 D [Y), 

6 

D (X — Y) = D (X) 4- O (Y). 


§ G. Dispersión del número de apariciones de un suceso en 
experimentos independientes 

Supongamos que se realizan n experimentos independíen¬ 
les, en cada uno do los cuales la probabilidad do quo aparez¬ 
ca el suceso A es constante. ¿A qué os igual la dispersión del 
número de apariciones del sucoso en estas pruebas? La res¬ 
puesta la da el siguiente teorema. 

Teorema. La dispersión del número de apariciones de un 
suceso A en n pruebas independientes, en cada una de las cuales 
la probabilidad p de que ocurra el suceso es constante, es igual 
al produelo del número de pruebas por las prnbabiliilades de 
que aparezca y no aparezca el suceso en una prueba: 

O (X) - npq. 

demostración. Consideremos la magnitud aloalorin 
X, o sea, el mimoro de apariciones del sucoso >1 en n pruebas 
independientes. Evidentemente, el número total de aparicio¬ 
nes del suceso en estas pruobas es igual a la suma de las »pa¬ 
riciones dol suceso en pruebas individuales: 

X = X, + X s + . . . + X„. 

donde X, es el número do apariciones del suenan en la pri¬ 
mera prueba; X„ en lo segunda, . . . X„, en la n-siuni. 
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Las magnitudes X¡, X, . X„ son muluanionte ¡nde- 

|>eiiilientes, puesto que el resultado de cada prueba no depen¬ 
do do los resultados de las demás, por eso tenemos rosón do 
utilizar el corolario 1 (§ 5): 

D (X) = D (XO + D (X,) + . • • + D <X„). (*) 

Calculamos la dispersión do Xi por lo fórmula 

D(X|) «= M (XJ) —jA/ (Xi))*. (••> 

Lo magnitud X, es el número de apariciones del suceso A 
en lo primero tentativa, por eso (cap. Vil, § 2, ojomplo 2) 

Hallamos la esperanza matemática de la magnitud XJ 
quo pitarle tomar solamente dos valores, o sea, 1 J con proba¬ 
bilidad p y O 8 con probabilidad q: 

\t (X*) = l*p + 0*« = p. 

Sustituyendo los resultados obtenidos en la correlación 
(•*) tenemos que 

D (XJ = p — p’ = P (1 — P) «* P1- 

Evidentemente, la dispersión de cada una de las magni¬ 
tudes aleatorias restantes también es igual a p. Sustituyendo 
cada sumando del segundo miembro de (*) porp, finalmente 
obtenemos 

D (X) = npq. 

,\’vla. Puesto que la magnitud X está distribuida por la ley bino- 
mial, ol teorema demostrado se puedo formular también asi: la dliper¬ 
dón de la dlslrlbueldn binoi-.ial de parimelroi n ¡/ p el Igual al producía 

"P« 

Ejemplo. So realizan 10 pruebas independientes en cada 
una do las cuales la probabilidad de que ocurra ol suceso es 
igual a 0,6. Hollar la dispersión do la magnitud aleatoria X, 
o soa, del número de apariciones del suceso en estas pruebas. 

solución. I’or los dalos del problema u = 10; p = 0,6. 
Evidentemente, la probabilidad do que no ocurra el suceso 
os 

q = 1 _ 0.6 = 0.4. 

La dispersión buscada es 

D (X) = npq = 10-0.6-0,4 = 2.4. 
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S 7. Desviación cuadrática media . 


’tf '!•' 


Para estimar la dispersión de ios valores posibles de una 
magnitud aleatoria alrededor de su valor medio, además 
do la dispersión sirven también algunas oirás cnrncloríslieas. 
Entre ellas podemos citar lu desviación cuadrática me¬ 
dia. 

Se llama desviación cuadrática media do ..magnitud alea- 

tona X lo raíz cuadrada de la dispersión: 

a ( X ) - VOlX). 

So demuestra fací linón le que la dispersión liono una 
dimensión igual al cuadrado de la dimensión de la magni¬ 
tud aleatoria. Puesto que la desviación cuadrática modín es 
igual a la miz cuadrada de la dispersión, la dimensión de 
o (X) coincido con la dimensión do X. Por eso, cumulo so 
quiere que la estimación de la dispersión tonga la dimensión 
de la magnitud aleatoria, so calcula la desviación cuadrá¬ 
tica inedia y no la dispersión. 

Por ejemplo, si X se expresa en metros lineales, o (A') 
se expresará también en metros lineales y D (A'), on luc¬ 
iros cuadrados. 

Ejemplo. La magnitud aleatoria X está prefijada por 
la ley de distribución 

X 2 3 10 

P 0,1 0,4 0.5. 

Hallar la dosviación cuadrática media a (X). 

solución Hallamos la esperanza matemática do X: 

M (X) =2-0,1 + 3-0,4 + 10-0,5 = 0,4. 

Hallamos la esperanza matemática do X’: 

M (X*) = 2»-0,1 + 3*-0.4 + 10* 0,5 = 51. 

Hallamos la dispersión: 

D (X) = M (X*) - lili (X)l* = 54 - 0,4» = 13,04. 

La desviación cuadrática media buscada es 
o (X) = VDjX) = /ÍSSÍ4 sí 3.61. 



§ 8- Desviación cuadrática media de la suma de magnitudes 
aleatorias mutuamente independientes 

Supongamos que so conocen las desviaciones cuadrá¬ 
ticas medios de varios magnitudes alentónos mutuamente 
independientes. ¿Cómo hallar la desviación cuadrática media 
de lo suma do estos magnitudes? El siguiente teoroma do la 
respuesta a esta pregunta. 

Teorema. La desviación cuadrática media de la suma de 
un número finito de magnitudes aleatorias mutuamente inde¬ 
pendientes es igual a la ralt cuadrada de la suma de los cuadra¬ 
dos de las desi lociones cuadráticas medias de estas magnitudes-. 

o (.Y, + X, . . . + X.) - 
= /o* (X,) + o‘ (.Y,) + . . . + o 3 (X„). 

demostración. Designamos por X la soma do las 
magnitudes mutuamente independientes consideradas: 

X = X, + X, + .. . + X». 

Puesto que la dispersión de la suma de varias magnitu¬ 
des aleatorias mutuamente independiente; es igual a la suma 
de los dispersiones de los sumandos ($ ó. corolario 1), en¬ 
tonces 

D (X) = D (X.) -i- D (X.) + . . . -f D (X„). 

De donde 

VDjX) = VD (X.) - D (X,) + . . . + D (.Y„), 
o bien, finalmente 

o (X) - Va 5 (X.) + o’ (X,) + . . . + o> (X„>. 

§ 9. Magnitudes aleatorios mutuamente independientes 
igualmente distribuidas 

Ya se sobo que por la ley de distribución se pueden hallar 
las características numéricas de una magnitud aleatoria. 
Do aquí se deduce que si varias magnitudes aleatorias tienen 
iguales distribuciones, sus características numéricos son idén¬ 
ticas. 

Examinemos n magnitudes aleatorias mutuamente inde¬ 
pendientes X|, X-, . . . X„ que tienen iguales distribuciones 


Id 



y. por lo tanto, también iguales características (esperanza 
matemática, dispersión, etc.). El estudio de las caracterís¬ 
ticas numéricas de la media aritmética de estas magnitudes 
presenta mayor interés, de lo que nos ocuparemos en el pre¬ 
sente párrafo. 

La media aritmética do las magnitudes aleatorias exami¬ 
nadas la designamos por .V: 


X 


A'. + X.-S-.. . + >•„ 
n 


Los Iros postulados quo siguen más adelante establecen 
la rotación entro los características numéricas de la media 
aritmética X y las correspondientes caraclerlsticns do cada 
magnitud por separado. 

1 La esperanza matemática de la media aritmética de mag¬ 
nitudes aleatorias mutuamente independientes igualmente dis¬ 
ta huidas es igual a la esperanza matemática a tic cada una de 
las magnitudes: 

M(X) = a. 


demostpacion. Utilizando las propiedades de la 
esperanza matemática (ol /ador conslanlc so puedo sacar 
fuera del signo do esperanza matemática; la esperanza ma¬ 
temática de una suma es igual a la suma de las esperanzas 
matemáticas de los sumandos), tendremos: 

1/ fX) = 1/^ A •á-á't-r^ . — -V., j _ M t.V|H M tX = i-f - - (V„l 

Teniendo en cuenta que la esperanza matemática do cada 
uno do las magnitudes, por los datos, es igual a a, obtene¬ 
mos 

•M(X) = -!£- = «. 


2. La dispersión de la media aritmética de n magnitudes 
aleatorias mutuamente independientes igualmente dislrtbuldus 
es n veces menor que la dispersión D de cada una de las magni¬ 
tudes: 

OfX) = 4. (.) 


demostración. Utilizando las propiedades do ln dis¬ 
persión (el factor constante se puedo sacar fuero del signo 
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de dispersión, elevándolo ni cuadrado; la dispersión de la 
suma de magnitudes independientes es igual a la soma de 
los dispersiones de los .sumandos), tenemos 

D(X)~ P ( *■ + *•-+-• + *■ ) = 

fl(jr,)4-P|X.H---4-P(.V.) 

<= n* * 


Tomando en consideración que la dispersión de cada enn 
de. las magnitudes es igual a D, obtenemos; 


»(«-£--r- 


, 3. í.a desviación media cuadrática de la media aritmé¬ 
tica de n magnitudes aleatorias mutuamente independientes 
igualmente distribuidas es \ r n veces menor que la desviación 
cuadrática media o de cada magnitud: 


T (X) 


o 

= VT- 


(••) 


demostración* Puesto que D (X) — — , la desviación 
cuadrática medio de X~es igual a 


De los fórmulas (*) y (**) se lince la siguiente deducción 
general; recordando que lo dispersión y la desviación cuadrá¬ 
tica media sirven como medidas de la dispersión de una mag¬ 
nitud aleatoria, inferimos queln media aritmética de un núme¬ 
ro suficientemente grande de magnitudes aleatorias mutua¬ 
mente independientes tiene una dispersión bastante'menor 
que coda magnitud individual. 

Aclaremos con un ejemplo el valor de esta deducción para 
la práctico. 

Ejemplo. Generalmente para medir cierta magnitud fí¬ 
sica se realizan varias mediciones y luego so baila lo media 
aritmética de los números obtenidos que se toma como valor 
aproximado de la magnitud que so mide. Suponiendo que 
las mediciones se realizan en iguales condiciones, demostrar 
que: 

a) la medio aritmética do un resultado más'fiablo que las 
mediciones individuales: 


103 


b) al aumentar el número de mediciones la fiabilidad de 
este resultado crece. 

solución a) Se sabe que las mediciones individuales 
no dan idénticos valores de la magnitud a medir. 111 resul¬ 
tado do cada medición depende de muchas causas fortuitas 
(variación do la temperatura, oscilaciones del instrumento, 
etc.) que no pueden ser lomadas en consideración con anti¬ 
cipación. 

Por eso, leñamos derecho do considerar los resultados 
posibles do » mediciones individuales como magnitudes alea¬ 
torias X,. X,.X„ (el subíndice indica el número do 

la medición). Usías magnitudes tienen igual distribución 
de las probabilidades (las mediciones se efectúan con igual 
metodología y los mismos instrumentos) y, por lo tanto, 
idénticas características numéricas: además, ellas son mutua¬ 
mente independientes (el resultado de cada medición indivi¬ 
dual no dependo do las restantes mediciones). 

Ya sabemos que la media aritmética de tales magnitudes 
tiene menos dispersión que cada magnitud por separado. 
F.n otras palabras, la media aritmética resulta más próxima 
al valor real de la magnitud a medir que el resultado do una 
medición individual. Esto denota precisamente que, la me¬ 
dia aritmética de varias mediciones da un resultado más 
fiable que la medición individual. 

b) So sabe que. al aumentar el número do magnitudes alea¬ 
torias individuales, la dispersión de la media aritmética 
disminuye. Esto significa que, al aumentar el número de 
mediciones, la media aritmética de varias mediciones se 
diferencia muebo menos dol valor real de la magnitud quo 
so mide. En consecuencia, incrementando el número do me¬ 
diciones se obtiene un resultado más fiable. 

Por ejemplo, si la desviación cuadrática modín do una 
medición individual es o = fi ni y en total se han realizado 
n — 3G mediciones, la desviación cuadrática inedia de la 
media aritmética do estas mediciones es igual solnmonte a 
1 m. En efecto, 

<T(X) “17S—W“ 1 - 

Vemos quo la media aritmética do varias mediciones, 
como ora de esperar, resultó más próxima al valor roal de la 
magnitud a modir quo ol resultado do una medición indivi¬ 
dual. 
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§ 10. Noción de momentos de distribución 

Consideremos la magnitud aleatoria discreta X, prefijada 
por la ley do distribución 

A’ 1 2 5 100 
p 0.6 0.2 0.19 0.01. 

Hollamos la espcranm matemática do A': 

M (X) = 1 -0.6 I- 2 0,2 + 5-0,19 + 100-0,01 - 2.95. 

líscrillimos la ley du distribución do A' 1 : 

A’ 1 1 4 25 10000 

p 0.06 0,02 0.19 0,01. 

Hallamos la esperanza matemática do A’’: 

M (X 1 ) - I -0,6 + /. -0,2 + 25 0,19 + 

+ 10 000-0,01 = 106,15. 

Como vemos, il/ (X 1 ) es bastante mayor quo M (X). 
listo so debe a que, después do elevar al cuadrado ol valor 
posible de la magnitud X'- que correspondo al valor i = 100 
do la magnitud X, se lia bocho igual a 10 000. es decir, au¬ 
mentó considerablemente; la probabilidad do esta magnitud 
es pequeña (0,01). 

T)e este modo, el paso do M (X) a M (X*) permitió con¬ 
siderar mejor la influencia en la esperanza matemáliea de 
aquel valor posible que es grande y tiene pequeña probabi¬ 
lidad. lisió rlaro que si la magnitud de X tuviese unos cuan¬ 
tos valores grandes y poco probables, ol poso a lo magnitud 
■V*. y más aún a las magnitudes X*. X 4 . etc., permitirla «am¬ 
pliara aún más el «papel» de estos valores posibles grandes, 
poro |ioeo probabb-s. He aquí porque resolta conveniente 
considerar la esperanza matemática do potencia positiva 
entera do una magnitud aleatoria (no solamonto discreta, 
sino también continua). 

[,n esperanza matemática do la magnitud X* so llama 
mámenla Inicial de arden k de una magnitud aleatoria X: 

v* - M (X*). 


IOS 


lin particular, 


v, - M (X). 
v, = M (X 1 ). 



Utilizando eslos momentos. In fórmula para el cálculo de 
la dispersión D (X) = M (X*) - 1.1/ (X)l* so puede escri¬ 
bir asi: 


D(X)~v,-v’. 


M 


Además do los momentos de la magnitud aleatoria X, 
convione oxnminar los momentos do la desviación 

la esperanza matemática de la magnitud (X — M (X))* 
.ve llama mámenlo central de orden k de una magnitud alea¬ 
toria X: 

|i, = til l(X - M (X))‘|. 


En particular, 

M, = M l(X - .1/ (X))l = 0. (**) 

|t. - M l(X - M (X))'l = D (X). (***) 


Fácilmente se dedneen las correlaciones que vinculan los 
momentos inicial y central. 

Por ejemplo, comparando (*) v (***), obtenemos 


Mc“ v e—'I- 

Partiendo de la definición de momento central y utili¬ 
zando las propiedades de lo espernnra malemática se obtie¬ 
nen fácilmente las fórmulas? 


u, = v 3 —3v,v. + 2v;. 

!!l = V; —ÓVjVi— Rvjv’ —3v}. 


Raramente se utilizan los momentos de órdenes más 
altos. 


iVnto. tas momentos estudiados aquí se llaman teórico i. A diferon- 
rln do los momentos teóricos. |o« momentos mío «e calculan por los 
datos do observaciones. íe llaman omplrlett. Las definiciones do los 
momentos empíricos están dnd.is más ndclanlo (cáp. XVII, § 2). 


Problemas 


S 1. Conocidas las dispersiones do dos maffn 
pendientes: D (XI = ó y D (Y) - 3. Hallar ta 
do calas magnitudes. 


¡ludes olcnlorlas indo* 
dispersión do la suma 


Reí punta 7. 



2 - l.ndispoisióndouna magnitud aleatoria X t¡a igual a 5. Hallar 
la dispersión do las siguientes magnitudes: a) X — 1; b)—2A';c) 3X + 

Respuesta a) 5; !>) 20; c) 45. 

3. T,a magnitud aleatoria X loma solamente dos valores + C y 
ñitud' 1 " " U ‘‘ n C ’’ n P r “ ,,al,i,,ll< « 1 °' 5 - H " llnr ■« dispersión do osla mag- 

Re.puttla C 1 . 

{'■ Hallar la dls|nrsión do una magnilud aleatorio conociendo su 
ley da distribución 

X 0,1 2 10 20 

r 0.4 0,2 0,15 0,25. 

He*/metíti 07.440 i 


5. La mnenituil aleatoria .Y puedo tomar dos valores posibles: 
r, coi» probabilidad 0.3 y z, con probabilidad 0.7; además x. > *.. 
N.illar r, y x, *al»fciiiln quo J/ (Y) = 2,7 y /> (Y) — 0.21. 

Itcspucsla X| 2; z, « 3. 


fi. Hallar la dispersión do la magnilud aleatoria Y. os decir, del 
i.i'mern de npnncWmes del suceso A en dos pruebas independientes, si 
•** v** • — v.o. 

Indicación. Escribir la ley binominl do distribución de las proba- 
bilidmlrs del iiiimero do apariciones del suceso A en «los tontntivna 
hhU'IkmhI lentes. 

IIespítala 0.4S. 


7. So ensaya un dispositivo compuesto de cuatro aparatos que 
I rnlinji.il nulrpendimitoinentc. L 03 prolialdlidados de une (alien los 
aparatos «Mi: o, = 11 . 3 ; - 0 4 ; p, = 0.5; Pi = 0,0. Hallar la espo- 
ranra matemática y la dispersión del número ile aparatos que fallan. 

Respuesta 1,8; 0,04. 

8. Hallar la dispersión de la magnitud aleatoria X, es decir, del 
numero do apandónos do un suceso en 100 pruebas Independientes, on 
rada una dr las cuales la probabilidad de que ocurra el suceso es igual 

Respuesta 21. 


9, J,n dispersión de una magnitud aleatoria os D IX) — 0,25. 
Hallar la desviación cuadrática media a (X). 

Respuesta 2,5 


^ 10. Una magnilud aleatoria está prefijada par la ley ilc distribu¬ 
ir 2 4 8 

p 0.1 0,5 0,4. 

Hallar la desviación cuadrática medio de esta magnilud. 

Respuesta 2,2. 
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11 . La dispersión de crula uno de los 3 magnitudes aleatorias mutua¬ 
mente independíenles Igualmente distribuidas, es Igual a 36. Hallar 
lo dispersión cuadrática media de estas magnitudes. 

ñtipuesla ó. 

12. La desviación cuadrática media de cada una do las 16 mag¬ 
nitudes aleatorias mutuamente independientes igualmente distribuidas 
es igual a 10. Hallar la desviación cuadrática media de la media arit¬ 
mética do estos magnitudes. 

rteipnesta 2,5. 


Capitule noveno 

LEY DE I.OS CHANDES NUMEHOS 


§ I. Observaciones preliminares 

Como so sabe, no se puede predecir con certera, cuál 
de los valores posibles loma la magnitud alealoria ni fina) 
de la prueba: oslo depende de muchas causas fortuitas, los 
que no estamos en condición de considerar. Aparentemente, 
dado que disponemos de dalos muy modestos sobre cada mag¬ 
nitud aleatoria, difícilmente so puede establecer la ley o regu¬ 
laridad de comportamiento y la suma de un número sufi¬ 
cientemente grande de magnitudes aleatorias. En realidad, 
eslo no es así. Resulta que para ciertas condiciones relati¬ 
vamente amplias el comportamiento total de un número 
bastante grande de magnitudes aleatorias casi pierde el carác¬ 
ter aleatorio y deviene regular. 

Para la práctica es muy importante saber las condiciones, 
al cumplirse las cuales, la acción global do muchísimas cau¬ 
sas fortuitas da lugar a un resultado casi independiente del 
caso, ya que permito pronosticar b marcha de los fenómenos. 
Precisamente estas condiciones se indican en los teoremas 
que llevan' ol nombre general de ley de los grandes númo- 
ros. Entre ellos so encuentran los teoremas de Chebishov y 
de Bernoutli (existen otros teoremas que aquí no se conside¬ 
ran). El teorema de Chebishov es la ley de los grandes núme¬ 
ros más general, en tanto que el teorema de Bemoulli, es la 
elemental. 

Pora demostrar estos teoremas nos servimos de la desigual¬ 
dad de Chebishev. 



5 2. Desigualdad de Cheblshcv 

La desigualdad de Chebishev se cumplo para las magnitu¬ 
des aleatorias discretas y continuas. A fin do simplificar nos 
limitaremos u la demostración de esta desigualdad para los 
magnitudes discretos. 

Examinemos la magnitud aloatoria discreta X profijadn 
por la tabla do dislnbución: 

X *, Zr...x a 

P Pi Pt ■■■ P*. 

Vamos n estimar la probabilidad de que la desviación 
do una magnitud aleatorio respecto do su esperanza mate- 
miilico no suporn en valor absoluto el número positivo e. 
Si e. es bastante pequeño, estimaremos, en consecuencia, la 
probabilidad do que A' toma valores suficientemente próxi¬ 
mos a su esperanza matemático. I*. L. Cliobislicv demostró 
la desigualdad, que permite dar la estimación que nos inte¬ 
resa. 

IIB.SIGUAI.I1AII de CMRMSIIEV. La probabilidad de que 
la desviación de la magnitud aleatoria X respecto de su esperan¬ 
za malemálica es menor en valor absoluto que un número posi¬ 
tivo e no menor que 1- ~Jir ~ : 

/’<|A'-A/(X)|<e)>l— £S*L. 

demostración. Puesto que los sucesos compuestos 
por el cumplimiento do las desigualdades | .Y — AI (X) | < e 
y | X — M IX) | > e son opuestos, la suma de sus probabi¬ 
lidades os igual n la unidad, es decir, 

P {| X — M (X) 1 < s) + P (| X — M (X)| > e) - 1. 

De aquí, la probabilidad que nos interesa es 
/MIA' - AÍ(X)|<e) - 1 -P(\X-M(X)\>e). 

(*) 

Vemos que el problema so reduce al cálculo do lo proba¬ 
bilidad P (| X - M IX) | > e). 

Escribimos la expresión de la dispersión do la magnitud 
aloatoria X: 

Ú (X) = Ix, - M (X)P p, + 1 x,-M (X)l* p, + . . . 

. . . + lx„ - M (X)l’ p n . 
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Evidentemente, lodos los sumandos de esta sume no son 

negativos. 

Omitimos los sumandos, en los cueles \x¡ — M ( X) | < t 
(paro los sumandos que quedan | x, — M (X) |> e), debido 
a lo cual la suma sólo puede reducirse. Vamos a considerar 
pora certeza que so lian suprimido los k primeros sumandos 
(sin alterar la comunidad, se puede suponer quo en la tabla 
do distribución los valores posibles están enumerados, pre¬ 
cisamente, en esto orden). Por lo tonto, 

O (A) > U*h - .1/ (A)l« p, +1 + U»+, - 
- M (X)P p i+ , + ... + lx. - M (A)l* p n . 

Conviene liaccr notar que ambos miembros de la desigual¬ 
dad | x, - M (.Y) |> e (/«*&+ 1, k + 2, . . ., n) son 
positivos, por eso elevándolos al cuadrado obtoncinos lo 
desigualdad equivalente | x, — il (X) |* > e 3 . Utilizamos 
esto observación y, sustituyendo en la sumo cada uno do los 
factores | x¡ — M (Y) | ! por el número e* (en este caso la 
desigualdad sólo puedo acrecentarse), obtenemos 

D (X) > t z (p»+, -i- p*-, -t- . - . + p„). (**) 

Por el teorema de la adición la sumo de las probabilidades 
Phti -r P»-i -r . . . + p« es la probabilidad de que X tome 
uno. indiferentemente cual, de los valores z„ +1 , . . , 

. . ., -r„, y para cualesquiera de ellos la desviación satisfará 
la desigualdad | z, — M (Y) |> c. Do aqui se deduce que 
la suma p» T i + p«-, + . . . + p„ expresa la probabilidad 
P (I X - M (.Y) |> e). 

Esta consideración permite escribir la desigualdad (*•) asi: 
D (X) >*’•/*( | X - ,1/(X) | > e), 

o bien 

y>(|.Y-á/(x)|>a)<-2^. (...) 

Poniendo lo (**•) en l*), finalmente obtenemos 
P(|X-A/(X)|<e)>l- 

lo que se quería demostrar. 

.Voto. Para la práctica la desigualdad tic Choblslicv tiene un valor 
limitado, puesto que de ordinario da una estimación aproximada y o 
veces trivial (que no presenta ioterds). Por ejemplo, si D (X) > e* y, 



por lo lunto > 1. Uudreinos que i — <0; por conaiguionte, 
un eslu caso la desigualdad do Chebiskev indico sólo quo la probabi¬ 
lidad do la desviación no es ncgnllva, poro esto desdo ya es evidonte, 
yo quo cualquier probabilidad se expresa por un númoro no negativo. 

ti valor teórico do la desigualdad do Cliobishev es muy grande. 
A Continuación útilísimos esta desigualdad para deducir el tcoroma 
do Cliubishov. 


§ 3. Teorema «le Clicbbbcv 

Teorema tic Cliebislicv. Si A'„ X tt . . X n son magnitu¬ 
des aleatorias Independientes de dos en dos, además sus disper¬ 
siones están uniformemente limitadas (no superan el número 
constante C), por más pequeño que sea el número positivo e, 
la probabilidad de la desigualdad 

| .V, + x g +...+X,. AHX,)+M <*«)+...+ Jf(X ll ) | <d 

será tan próxima a la unidad como se quiera, si el mimen? de 
imigniliules aleal,mus es bástanle gru/ulc. 

Dii oíros palabras, de los dalos del teorema 


llm /' (! *> + *«+■ •• +x " 
»-«. 'I n 

M\*,) + *l[X.)+...+AI IX„ 




l’or consiguiente, ol teorema do Chebisbev establece quo 
si so examina un número bástanlo grande do magnitudes 
aleatorias independíenles quo tienen dispersiones limitadas, 
casi con certeza su puede considerar el suceso consistente en 
que la desviación media aritmética de las magnitudes alea¬ 
torias respecto do la media aritmética do sus esperanzas 
malomáticns será ca valor absoluto tan pequeíio como so 
quiera. 

obmosniacion. Introducimos en ol examen una nueva 
magnitud aleatoria, osea, la media aritmética do las magni¬ 
tudes atuntunas 

^ Xid-Xi-j-... 4-X„ 

n 

Hallamos la esperanza matemática de A'. Utilizando las 
|ao|iiedades de la espei.ni/.u matemática (un [actor constante 


til 


so puede sucar fuera del signo de esperanza matemática, 
la esperanza matemática de lo suma es igual a la suma de tus 
esperanzas matemáticas de los sumandos), obtenemos 


A/^i+.Xzf 


UjX,)+M (A,H-...4»(.V„) 


(•) 


Aplicando a la magnitud .V la desigualdad de Chebishev, 
tenemos 

p J|íi±íl±iii±£a_.V/ ■■■+ " ■ " )!<€]> 

o ( *| + ■ >',- -.+ *■ > 


> 1 -- 


o bien, teniendo en cuenta la correlación (*), 
p (j -ti-i-*'»+••••>• •*» 

,U 1.\,)X.»1\ ! )+ .. -i- y tx.l | < r) ! 

o ( X| +* ; - 

7- 


(••) 


Utilizando las propiedades de la dispersión (un (actor 
constante so puedo sacar fuera del signo de dispersión, ele¬ 
vándolo al cuadrado; la dispersión do la suma de magnitudes 
aleatorias independientes es igual a la suma de las disper¬ 
siones de los sumandos), obtenemos 

r .| X. + .V 1 a--..-l--Va j Pt.V,l + P(X i >j---TtnX..) 

Según la condición las dispersiones do todas las magnitu¬ 
des aleatorias están limitadas por el númoro constante C, 
os decir, se cumplen las desigualdades: 

D (X.) < C-. D (X,) < C\ .... O (X„) < C, 
por eso, 

01X,)+P(.v,l-l--- + 0(X.l < C+C-|-... + C r . ag _ ¿ 

De este modo, 

D ( *■+ *»+ - • •- .£)<■£ • ("*) 
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l’oniondo ol segundo miembro de (***) en la desigualdad 
(**) (por lo cual esla última sólo puede ser acrecentada), 
tenemos 



Do aquí, pasando al limito para »-* oo, obtenemos 



Por último, teniendo en cuonta quo la probabilidad no 
puede ser mayor que la unidad, finalmente podemos escribir 



(X, (,Y-)-r ... d-J/l.V.l j ^ \ | 


Por lo que el teorema queda demostrado. 

Al formular el teorema de Cliebishcv hemos supuesto que 
las magnitudes aleatorias tienen diferentes esperanzas mate¬ 
máticas. En la práctica generalmente ocurre que las magni¬ 
tudes aleatorias tienen igual esperanza matemática. Es evi¬ 
dente que si se admite nuevamente quo las dispersiones de 
estas magnitudes están limitadas, es posible aplicar a ollas 
ol teorema do Cliebishev. 

Designemos por a la esperanza matemática de cada una 
de las magnitudes aleatorias: en el caso a examinar la inedia 
aritmética de las esperanzas matemáticas, como se aprecio 
fácilmente, también es igual a a. 

Podemos formular el teorema de Cheblsliov para el caso 
particular estudiado. 

Si X¡, X ,, .... X„ son magnitudes aleatorias Indepen¬ 
dientes de dos en dos, con Igual esperanza matemáliea a y si 
la dispersión de estos magnitudes está unilormemente limitada, 
por más pequeño que sea el número e > 0, la probabilidad de 
la desigualdad 


\X,+X.4-...+X n 


-a <e 


8—0360 
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Será tan próxima a la unidad como se guiara, si el número de 
magnítudesalcatorlas es suficientemente grande. 

En oirás palabras, por las condiciones del teorema 
tendrá lugar la igualdad 

Hm/>(|íl±^±^i±ís-a|<e)-l, 


§ 4. Esencia del teorema de Clicbisliev 

La esencia del teorema demostrado es: attnquo las magni¬ 
tudes aleatorias independientes individuales puedon tomar 
valores lejanos de sus esperanzas matemáticas, la media 
aritmética de un número bastante grande de magnitudes alea¬ 
torias con gran probabilidod toma valores próximos a un 
número constante determinado, precisamente al número 
M<X,) + MlX,i+... + «(X ñ , (0 ,, númcr0 a en cnso parlicu . 

lar). En otras palabras, algunas magnitudes aleatorias pue¬ 
den tener una dispersión considerable y su media uiilmólica 
es de poca dispersión. 

Do este modo, no se puede pronosticar con certeza, qué 
valor posible loma cada una do las magnitudes aleatorias, 
pero si se puede predecir qué valor toma su media aritmética. 

Por consiguiente, la media aritmética de un número sufi¬ 
cientemente grande de magnitudes aleatorias independientes 
(cuyas dispersiones están uniformemente limitadas) pierde 
e! carácter de magnitud aleatoria. Esto se debe a que las des¬ 
viaciones do cada una de los magnitudes do sus esperanzas 
matemáticas pueden ser tanto positivas, como negativas, 
y en la media aritmética so excluyen mulunmonto. 

El teorema de Chebishev se cumple no sólo para las magni¬ 
tudes aleatorias discretas, sino también para las continuas; 
éste es un ejemplo preciso que confirma la validez do la doc¬ 
trina del materialismo dialéctico sobre la relación entro la 
casualidad y le necesidad. 


§ 5. Valor práctico del teorema de Chobisbcv 

Expondremos algunos ejemplos de aplicación de) teorema 
do Chebishev a la resolución de problemas prácticos. 

Generalmente para medir cierta magnitud íisicn so roa- 
lizan varias mediciones y su media aritmética se loma como 



la dimensión buscada. ¿En qué condiciones este método de 
medición puede considerarse correcto? La respuesta la da el 
teorema do Chebishev (su caso particular). 

En efecto, examinemos los resultados do cada medición 
como magnitudes aleatorias X it X 3 , . . X„. A estas mag¬ 
nitudes se les puede aplicar el teorema do Cbobishov si: 
1) son indopendiontes do dos on dos, 2) tienen igual esperanza 
matemática, 3) sus dispersiones están uniformemente limi¬ 
tadas. 

La primera exigencia so cumple si el resultado de cada 
medición no depende de los resultados de las demás. 

La segunda exigencia se cumple si las mediciones so lian 
realizado sin errores sistemáticos (de un signo). En esto caso, 
las esperanzas matemáticas de todas las magnitudes aleato¬ 
rios son idénticas c iguales a la dimensión verdadera a. 

Ln tercera exigencia se cumple si el instrumento garan¬ 
tiza una determinado precisión de las mediciones. Aunque 
en esto caso los resultados de las mediciones individuales 
son distintos, su dispersión está limitada. 

Si se cumplen todos los requisitos indicados, tenemos el 
derecho de aplicar el teorema do Chebishev a los resultados 
de los mediciones: para n suficientemente grande la probabi¬ 
lidad de la desigualdad 


■Y, — .V;— .. ■ -*-.Y„ 

n 


<e 


so aproxima a la unidad tanto como se quiera. En otras pala¬ 
bras, para un número bastante grande de mediciones casi 
con certeza su inedia aritmética se diferencia tan poco como 
se quiera del valor verdadero do la magnitud que se mide. 

Por consiguiente, el teorema de Chebishev indica las 
condiciones, para las cuales puedo ser aplicado el método de 
medición descripto. 

Sin embargo, es erróoeo pensar que aumentando el núme¬ 
ro de mediciones se puedo lograr una precisión tan grande 
como so quiera. El problema está en que el propio instrumento 
da indicaciones (lecturas) sólo con la precisión do ±a; por 
eso, cada uno de los resultados de las mediciones y, por lo 
tanto, tnmbión su media aritmética, se oblomlrán con una 
exactitud no mayor que la precisión del instrumento. 

El método mucstral, profusamente aplicado en estadís¬ 
tica y basado en el teorema de Chebishev, en esencia tiene 
como objeto juzgar por un muestreo aleatorio relativamente 
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pequeño, ile loilo el coujuuio (conjunto general) ilo objetos 
investigados. Por ejemplo, mediante un pequeño puñado 
de fibras escogidas al azar de distintas parles do un fardo 
se dotermina la calidad de algodón de lodo el fardo. Aunque 
el número de fibras en el puñado es considerabJomonlo menor 
que en el fardo, el propio puñado conliouu una cantidad sufi- 
cionlomonlo grande do fibras, calculada en cientos. 

Un otro ejemplo puedo ser la detorniiunción do In calidad 
del grano por uua pequeña amostra suya. Tambióu un este 
caso el número de granos escogidos ni azar os pequeño en 
conipnritción con lodn lo masa do granos, pero de por si es 
bastante grande. 

Do los ejemplos expuestos so puodo deducir que el teorema 
tic Cliobishcv tiene un valor inestimable pura In práctica 

§ 6. Teorema de Bcrnoulli 

Supongamos que se realizan n oxporimonlos indopondion- 
tes, en cada uno de los cuales la probabilidad do quo ocurra 
ei suceso A es igual a p. ¿Puedo predecirse cuál será aproxi¬ 
madamente la frecuencia relativa do apariciones del suceso? 
U! teorema demostrado por Jacobo Dcruuulli (publicado cu 
1713) que so denominara «ley de los grandes números» 
y diera origen a la teoría do las probabilidades como ciencia, 
da una respuesta positiva o esta pregunta. La demostración 
de Bernoulli era compleja; en 18G4, P. V. Cliobishcv «lio una 
demostración sencilla. 

Teorema de Bcruoulli. Si en cada una de las n pruebas 
independientes la probabilidad p de que ocurra un suceso A es 
consiente, la probabilidad tan próxima a la unidad como se 
quiera, de que la desolación de la Jrccuenríii relama resínelo 
de la probabilidad p será en calor absoluto tan pequeño como 
se quiera, si el adinero de pruebas es suliclentemeiite arando. 

lili otras palabras, si e es un número tan pequeño como 
so quiera, al cumplirse las condiciones dul teorema so ob¬ 
tendrá la igualdad 

“■“MI *-p | <•)-*• 

dbmostiiaciok. Designemos por A", utin magnitud 
aleatoria discreta, os decir, el núincto de apariciones do un 
suceso en la primera prueba; por X„ en la segunda, . . 
por X„ en la n-sima priinlia.| 
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Es evidente quo cada «na do los magnitudes puedo tomar 
sólo dos valores: 1 (el suceso A ocurrió) con probabilidad p 
y 0 (el suceso no ocurrió) con probabilidad 1 — p = 17 . 

¿Se podrá nplicnr el teorema do Chebishov a las magnitu¬ 
des a estudiar? Se puede, si las magnitudes aleatorias son 
independientes de dos en das y su dispersión está limitada. 
Ambas condiciones se cumplen. En efecto, la ¡ndcpcndoncin 
de dos en dos de las magnitudes X„ X-, .... X, se doduco 
do la indepondoncia de las pruebas. Tji dispersión (lo cual¬ 
quier magnitud X, (l = 1 . 2 . n) es igual al producto 

P 7 *, ya que p + q = 1. el producto pq no es mayor do- 3 - ** 
y, por lo tanto, los dispersiones do todas las magnitudes 
están limitadas, por ejemplo, por el número C <=-y . 

Aplicando el teorema do Cliobisbov (caso particular) a las 
magnitudes examinadas, tenemos 

l¡m p (]ÍJ±i=±^i±£2 _b I < t) = 1. 

Tomando en consideración que la esperanza matemá¬ 
tica o do cada tina de las magnitudes .V, (es decir, la esperan¬ 
za matemática dei número de apariciones del suceso en una 
prueba) es igual a l.t probabilidad p de que ocurra el suceso 
(ejemplo 2, pig. SO), obtenemos 

Queda por demostrar quo + es igual a la 

frecuencia relativa -2. do apariciones del suceso A en n 
pruebas. En realidad, cadn una de las magnitudes X,, 

.tonta un valor igual a la unidad al ocurrir ol 

suceso en l.t respectiva pruobn; por consiguiento, la suma 
X, — X s + . . . -r X„ es igual al número m de apariciones 
del suceso en 11 pruebas, o sen, 

X|-#- -Vj+ ... +X« m 


’ Esto so deduce del i 6, cap. VIII, si se admite quo n = 1. 

•• So sobo quo el producto de dos (actores, cuya suma os una 
magnitud consto ate. tleuo un vnlor máximo cuando los factores son 
Iguales. Aquí la suma p, +• q, ^ 1, es decir, constante, por eso, cuando 
Pi “ Vi — — • el producto p.q, tiene un valor máximo y es igual o -i- . 
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Teniendo en cnentn estn igualdad, finalmente obtene¬ 
mos 

llm/>(¡.£_ p |< t ) | 

A’oio. Soria pirineo deducir a bnsr .leí lonreiiui ,| c npriioiilli riiir 
.'uimcntnnuo ol numero de oxporimcutos ln frecuencia relativa lleudo 
indefectiblemente a la probabilidad p\ en otras palabras, «leí teorema 
•le Dernoulli no resulto la Igualdad lim —15n el teorema se lintn 

n-o* a 

solamente Sobre la probabilidad de que para mi uúinnn buMimlO grande 
do experimentos la frecuencia relativo se diferenciará tan puco como ... 
quiera rio la probabilidad constante rio anaririón del suceso en cail.i 
prueba. 

De ese modo, la convergencia de la frecuencia relativa — a lo 

probabilidad r so diferencia de la convergencia en el sonIido del aná¬ 
lisis entinarlo Para destacar osla diferencia w inlmilure el r/uircnlt. 
rio «convergencia de probabilidad» Más exactamente, la diferencia 
entro los tipos do convergencia señalados consiste on lo síguiento: si 
— tiende a p. para n — oo. como límite en el sentido del análisis ordi¬ 
nario. a partir do cierto n = y y para todos los valores siguientes de 
n, se cumple consecuentemente lo desigualdad pj < c; s ¡ — 

tiende según probabilidad a p cuando n— oe>. para valores individua¬ 
os do n in desigualdad nuodc dejar do ser válida. 

Asi. el teorema de nrrnoulli, afirma que para u-+ oo la frecuen¬ 
cia relativa tiende según probabilidad n P . Sucintamente el tcoiema 
de Dcrnoulli so oscribc así: 

m probali 


Como podomos apreciar, el. teorema .le Bcnimtlll aclara ¡h.i.|iu' 
In frecuencia relativa para un muñera bástanlo ffrande ría experimen¬ 
tos tiene la propiedad do estabilidad y verifica la doímición cslndístirn 
do la probabilidad (rap I, || 5—6) 


Problemas 

1. Formular y oscribir ol teorema do Cliol.ishov utilizando ol con 
copio do .convergencia do probabilidad» 

2. Utilizando la desigualdad de Chcbishcv osl linar lo pruliallilltlail 
doquo | X - M (A)l <0,f, si D (A) - 0,001. 

Respuesta P > 0 . 9 . 

3. Utilizando la desigualdad do Cl.ol.Miev hollar r. Dados 

P (|X - M (A) | < c) ^ 0,9; I) (A") - 0.005 

Respuesta 0,2. 
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Capítulo décimo 


FUNCION INTEGRAL DE DISTRIBUCION 

DE LAS PROBABILIDADES DE UNA MAGNITUD 

ALEATORIA 


§ 1. Definición tic la función integral tic distribución* 

Recordemos quo una magnitud nioatorin discreta se pre¬ 
fija por le enumeración de todos sus valores posibles y sus 
probabilidades. Eslo método no es general: por ejemplo, 
no es aplicable para las maguitudes aleatorias continuas. 

En efecto, examinemos una magnitud aleatoria X, cuyos 
valores posibles llenan inintomimpirinmonle el intervalo 
(a, b). ¿Se puede componer la lista de todos los valores po¬ 
sibles de X? Evidentemente, esto no se puede realizar. Este 
ejemplo indica la conveniencia de dar un método general 
do prefijar todos los tipos de magnitudes aleatorias. Preci¬ 
samente con este propósito se introduce la función integral 
de distribución. 

| Supongamos que x es un número real. La probabilidad do 
un suceso consistente en que X toma un valor menor que x, 
es decir, la probabilidad del suceso .Y < x la designamos por 
F (x) Está claro que si x varia, en general, variará también 
F (x), o sea. F (z) es una función de z. 

Se llama /unción integral de distnbución la función F (x) 
que determina para cada valor de z la probabilidad de que 
la magnitud aleatoria X tome un valor menor que z, es decir 

F(x)-P(X< x). 

Geométricamente esta igualdad se puedo interpretar asi: 
F (z) es la probabilidad de que una magnitud aleatoria tome 
el valor representado sobre el eje numérico por un punto ubi¬ 
cado a la izquierda del punto x. 

Abora podemos dar una definición más precisa de una 
magnitud aleatoria continua: una magnitud aleatoria so 
llama continua, si su función integral do distribución F (z) 
es continuamente diferenciable. 


• Frecuentemente en lugar de dilución Integral» se utllltn el 
término «función de distribución*- 
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§ 2. Propiedades de una función integral 

Propiedad I. Los valores de una función integral corres¬ 
ponden a un segmento [0; 11 : 

O^F <*)< 1 - 

demostración. Esta propiedad resulta de la defini¬ 
ción de función integral como probabilidad: la probabilidad 
siempre es un número no negativo no mayor qtio la unidad. 

Propiedad 2. f (z) es una función no decreciente, es decir, 

f (ij) > F (i,), si r, > r,. 

DEMosTn ación Supongamos que x, > ar,. El suceso 
consistente en que X tomo un valor menor que .r,, so puede 
dividir en los dos sucesos mutuamente excluyanles siguien¬ 
tes: 1) X loma un valor menor que x, con probabilidad 
P (X < a-,): 2) X toma un valor que satisface la desigualdad 
.r, < X < x„ con probabilidad /' (z, < X < x.). Por el 
Imioma de la adición tenemos que 

P (X < Ij) = P (X < zj + P (x, < X < x,). 

De donde 

P (X < z.) - P (X < x,) - P (x, < X < zj, 
o bien 

F (x.J - F (z.) = /• (x, < X < x._). (*) 

Ya que cualquier probabilidad es un número no nega¬ 
tivo, tendremos que F (x¡) — F (r,) > 0, o bien F (r.) 

> F (r,). lo que se quería demostrar. 

Corolario 1. La probabilidad de que una magnitud alea¬ 
toria tome un valor acatado en el interrala (a, b), es igual al 
incremento de la función integral en este intervalo : 

P (o< X < b) - F(b) - F(a). (••) 

Este importante corolario resulta de lo fórmula (*), si 
se pone ¡r, =■ b y x, = a 

' Ejemplo. Una magnitud aleatoria X está prefijada por 
lo función integra): 

Í 0 para — f; 

T X +T Pat »- 1 <**S3; 

1 |)ara z > 3. 
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Hallar la probabilidad de que como resultado de la prueba 
X toma im valor acolado en ol intervalo (0; 2) 

P (O < X < 2) = F (2) - F (0). 

Puesto quo en el intervalo (0; 2) por los datos 

*W-T*+t. 

entonces 

/•(2)-F(O)=f-^.2 + |]-[-l-.0+|] = |. 

I'or consiguiente, 

/>(0<X<2) = -i-. 

Corolario 2. l a probabilidad de que una magnitud aleato¬ 
rio continua X loma un valor determinado , es igual a cero. 

Kli rífelo, pon idilio di la fórmula (**), n *— x„ b ~ x¡ -|- 

-| Aí leñemos 

P (x,^X< t, + Ai) -= f (*, 4- Ar) -F(x,). 

I lacemos tender Ax a cero. Darlo que X es «na magnitud alea¬ 
toria continua, la función A' (a-) es continua. Debido a la con¬ 
tinuidad de P (x) en el punto x, la diferencia F (r¡ 4 Ax) — 
— A ('<) también tenderá a cero, por lo tanto, P ( X — aq) — 
= l). 

Utilizando esta tisis, se aprecia fácilmente la validez 
do las igualdades 

/’ (n < X < b) - /’ (a < X < b) = 

~ /' ía < X < b) - /> (« < X < b). (•••) 

Por ejemplo. In igualdad P (fl < .Y < b) — P (a < 1 

< X < b) se duiiineslra asi: 

P{a<X<b)- P(a<X<b) + 

+ P (X - 6) - P (a < X < b). 

De este modo, nn presenta Ínteres referirnos a la proba¬ 
bilidad de qno una magnitud aleatoria continua lomo un 
valor determinado, pero tiene sentido considerar la proba¬ 
bilidad de que este acolado en el intervalo, digamos tan pe¬ 
queño como so quiera. 
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Este hecho corresponde totalmente a las exigencias de 
los problemas prácticos. Por ejemplo, nos interesa la proba¬ 
bilidad de que las medidas de las piezas no exceden los lími¬ 
tes admisibles, pero no se plantea la probabilidad de su coin¬ 
cidencia con la dimensión de proyecto. 

Conviene hacer notar que sería incorrecto pensar que sien¬ 
do la probabilidad P (X = x,) igual a coro significa que ol 
suceso X = x, es imposible (claro está, si no nos limitamos 
a la definición clásica de la probabilidad). En efecto, como 
resultado de la prueba la magnitud aleatoria toma indefec¬ 
tiblemente uno do los valores posibles; en particular, este 
valor puede resultar igual a x,. 

Propiedad 3. Si los valores posibles de una magnitud alea¬ 
toria están acotados en el intervalo (a, b ), tendremos que 

1) P (x) = 0 para z ^ o; 

2) F (z) = f para z > 4. 

demostración. 1) Supongamos que z, < a. En ese 
caso, el suceso X < z, es imposible (ya que X no toma valores 
menores que x¡ por dato) y, por lo tanto, su probabilidad 
es igual a cero. 

2) Supongamos que x. > ó. En ese caso el suceso X < z. 
es verdadero (ya que todos los valores posibles de X son me¬ 
nores que x ? ) y, por consiguiente, su probabilidad es igual 
a la unidad. > 

Corolario. Si los valores posibles de una magnitud aleato¬ 
ria continua se encuentran en todo el e¡e z, son ;usías las 
siguientes correlaciones límites: 

lím ?(x) = 0; límX(x) = l. 


§ 3. Gráfica de la función Integral 

Las propiedades demostradas permiten representar grá¬ 
ficamente la función integral de una magnitud aleatoria con¬ 
tinua. 

La gráfica está ubicada en una banda limitada por las 
rectas y — 0, y = 1 (primera propiedad). 

Al crecer z en el intervalo (o, 6), en el que están acota¬ 
dos todos los valores posibles de la magnitud aleatoria, la 
gráfica «sube» (segunda propiedad). 
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Cuando x ^ a las ordenadas de la gráfica son iguales a 
cero; si x > b, las ordenadas de la gráfica son iguales a la 
unidad (Inrccrn propiedad). 



Fig. i. 

I-a gráfica do la función integral de una magnitud alea¬ 
toria continua está expuesta en la fig. 1. 

/Velo. Tara una magnitud aleatoria discreta la gráfica do la ¡un¬ 
ción integral tiene íorma escalonada. Verifiquemos esto coa uu 
ejemplo. 

Ejemplo. Una magnitud aleatoria discreta X está pre¬ 
fijada por la siguiente tabla de distribución: 

X 1 4 8 

p 0,3 0,1 O.G. 

Hallar ln función integral y trazar su gráfica. 

SOLUCION. 1°. Si x<l, F{x)= 0 (tercera propiedad). 

2°. Si I < x < ó, F (x ) = 0,3. En efecto, X puede tomar 

el valor 1 con 1.a probabilidad 0,3. 

3°. Si 4 < x 8. P (x) = 0,4. En realidad, si a:, satis¬ 
face la desigualdad 4 x, < 8, tendremos que F (*,) es 
igual a la probabilidad del suceso X < x„ que puede ocurrir 
cuando X toma el valor 1 (la probabilidad de este suceso 
es igual a 0,3) o el valor 4 (la probabilidad de e3to suceso es 
igual a 0,1). Puesto que estos dos sucesos mutuamente cxclu- 
yentes, por el teorema de la adición la probabilidad del suceso 
X < x, es igual a la suma de las probabilidades 0,3 + 0,1 = 

0,4. 

4°. Si x > 8, /•' (x) = 1. En efecto, el suceso X ^ 8 
es cierto y, por lo tanto, su probabilidad, igual a la unidad. 








De este modo, analíticamente la función integral puede 
ser escrita así: 


f(r)' 


0,3 para f < * < 4, 
0,4 para 4 < x < 8, 
1 para * > 8. 


En la íig. 2 so muestra la gráfica do esta función. 



Fi;. 2. 

Problemas 

t. La magnitud aleatoria X está prefijada por la función integral: 

f O para *<—!; 

Ftt-j -J-'+T ' para —1 <j <2; 

<■ I para i>2. 

Hallar la probabilidad de que como resultado de la prueba ,Y toma un 
valor acotado en el intervalo (0; IV 

R'ipuala — . 

2. La magnitud aleatorio X está prefijarla por la función integral: 

{ 0 para x<2; 

yr-l para 3<rC<: 

1 para x>4. 

Hallar ln probabilidad de qrre como resultado de la prueba X toma ua 
valor acotado en el inlorvalo (2; 3). 

RetputiUx ~. 
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a. La magnitud aleatoria discreta X está prelijado por lo siguiealo 
ley de distribución: f 0 ¡¡^ y. cí 

X 2 6 10 ).,T 

p 0,5 0,4 0.1. J,.<. ic*¿'o 

Construir lo gráfico de la [unción integral de esto magnitud. 


(inpílulu once 

PUNCION DI PE It ENCIA I, DE D1STRIIIUC10N 

DE LAS I'HOUAlllLIIIADES DE UNA MAGNITUD ALEATORIA 

CONTINUA 

§ 1. Definición «le la función tli[crcnciol de distribución 

Antes íijauios una magnitud aleatoria continua mediante 
la función integral. Ese método de prefijar no es el único. 
Una magnitud aleatoria continua se puede dar también 
utilizando la función diferencial de distribución de las proba¬ 
bilidades. 

La derivada primera de la función integral se llama ¡un¬ 
ción diferencial de distribución 1 f (x); 

/ (a) ™ f (r). 

De la duliiiición dada se deduce que la función integral 
es la primitiva para la función diferencial. 

Cabe hacer notar que para describir la distribución da las 
probabilidades do una magnitud aleatoria discreta (discon- 
liniin) no es aplicable la función diferencial. 

§ 2. Probabilidad de que una magnitud aleatoria continua 
roiga en un ¡nlcrvnlo dado 

Conociendo la función diforoncinl so puedo calcular la 
probabilidad do quo una magnitud aleatoria continua toma 
un valor correspondiente al intervalo dado. El cálculo so 
basa en el teorema siguiente. 

Teorema. La probabilidad de que la magnitud aleatoria 
continua X toma im calor perteneciente al intervalo (a, b) 

• PrucueiilcRiciilo en vez üo «(unción diferencial» se utiliza ol 
It'rmiitn ««lrnsiil.nl di* la probabilidad*. 
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es Igual a una integral determinada de la lunción di/crenciul 
lomada entre los límites desde a hasta ¡>: 


O 

/>(u<X<i>) = J f(x)dx. 


DEMOSTRACION. Utilicemos la correlación (**)(pég. 120): 
P(a^X<b) = F{b)-F(a). 

Por la fórmula do Neuton—Leibnir 

e 6 

F{b)-F <«)-( /■'(*)di l(x)dx. 

c a 

De este modo, 


= j f(x)dx. 


Dado que P (a < X < 1) = P (a < X < b), finalmente 
obtenemos 

s 

f>(n<X<6) = j/(i)dx. (.) 


El resultado obtenido geométricamente se puede inter¬ 
pretar asi: la probabilidad de que una magnitud aleatoria 



Fig. 3. 


continua lome un valor perteneciente al intervalo (a, ó), 
es igual a la superficie de un trapecio curvilíneo limitado 
por el eje x, la curva de distribución / (i) y los rectas x — a 
y X = b (fig. 3). 
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Nota. JSn particular, si / (z) es una (unción par y los extremos del 
intervalo son simétricos con respecto al origen de coordenadas, tendre¬ 
mos que 

o 

P(-e<X<..) = P<|X|<a) = 2 j Hi)ix. 

o 

Ejemplo. Dada !n función diferencial de una magnitud 
aleatoria X: 

{ 0 para * < 0; 

2x para 0<x<l; 

0 para x > 1. 

Hallar la probabilidad de que debido a la prueba, X toma 
un valor perteneciente al intervalo (0,5; 1). 
solución. La probabilidad buscada es 
i i 

/>(0,5<X<1) = 2 f zdx = i* 1=1-0,25=0,75. 

Ó.S o.s 

§ 3. Obtención de la función integral por la función 
diferencial conocida 

Conociendo la función diferencial / (i), se puede hallar 
la función integral P ( x ) por la fórmula 

X 

ó’(x)= $ l(x)dx. 

En efecto, hemos designado por p (x) la probabilidad de 
que la magnitud aleatoria lomo un valor menor que x, es 
decir, 

P (x) = /> (X < x). 

Evidentemente, la desigualdad X < x se puede escribir en 
forma do una doblo desigualdad — oo < X < x, por lo 

tanto, 

P (x) = P (- oo < X < x). (*) 

Suponiendo en la fórmula (•) (5 2) a = — oo, b = x, tene¬ 
mos 

X 

/>(-“<*<*)= \ t(x)dx. 
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Por úllimo, sustituyendo /’ (— oo < X < x) por /•’ (x), 
debido a (*), finalmente obtenemos 
* 

j /(*)<**• 

De este modo, conociendo la función diferencial do dis¬ 
tribución, se puede hallar la función integral. Sin duda, cono 



Fig. 4 


ciendo la función integral se puede hallar la ¡función dife¬ 
rencial, es decir. 

I (*) = r(x). 


Ejemplo. Dada la función diferencial, hallar la función 
integral 



*<o, 
o¡< x<6, 
x>h. 


Tratar lo gráfica de la función hallada. 

fx 

solución’, (.Tilizamos la fórmula P (x) = j / (a) dx. Si 

x < a, tendremos que / (x) = 0 y, por lo tanto, F (x) ■» 0. 
Si a < x s; b, I (x) = V. on consecuencia, 

x a x 

F(x)= \ 1(x)dx~ \ Od-r-f j ' 
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Si x > b, entonces 



De esto modo, la función integral buscada puede ser es¬ 
crita analíticamente asi: 


F(X): 


para x > b. 

La gráfica de esta función está representada en la fig. 4. 



§ 4. Propiedades de la función diferencial 

Propiedad I. La /unción diferencial no es negativa: 

/(*)> 0 . 

demostración. La función integral es una función 
no decreciente, por lo tanto, su derivada f (r) = / (a) es 
una función no negativa. 

Geométricamente esta propiedad significa que los pun¬ 
tos pertenecientes a la gráfica de la función diferencial están 
niñeados o encima del eje x, o bien en ese eje. 

Conviene liacer notar que la gráfico de la función dife¬ 
rencial se llama cuna de distribución. 

Propiedad 2. La integral impropia de ¡a función diteren- 
cial en los límites desde — oo hasta oo es igual a la unidad: 

\ ttodx- 1. 

-«• 

demostración. La integral impropia ^ / (x) dz expresa 

la probabilidad del suceso consistente en que la mag¬ 
nitud aleatoria toma un valor perteneciente al intervalo 
(— oo, oo). Evidentemente, tal suceso es cierto y, por lo 
tanto, su probabilidad es igual a la unidad. 

Geométricamente esto significa que la superficie dol tra¬ 
pecio curvilíneo limitado por el eje x y la curva de distri¬ 
bución, es igual a la unidad. 


a «SoV 
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En particular, si todos los valores posibles do la magnitud 
aleatoria pertenecen al intervalo (a, b), entonces 
• 

J /(*)<**= 1. 

a 

Ejemplo. La función diferencial de distribución do la 
magnitud aleatoria X está prefijada por la igualdad 


/(*)■ 


*-*+»* 


Hallar el parámetro constante a. 

solución. La función diferencial debe satisfacer la con- 
00 

(lición j / (x) dx = 1, por eso, se necesito que so cumpla In 
igualdad 

De donde 


1 



dz 

r-' + í» 


ll.illuuin» In integral indefinida 

Calculamos la integral impropia 

= lím ( — arclg« l ')-|-l¡m (arctgc'J . 

fc- -o, «-«o 

De este manera, el parámetro buscado os 

t i-> *2- 
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§ 5. Sentido probabilísimo de la (unción diferencial' 

Supongamos que F (i) es la (unción integral de una mag¬ 
nitud aleatoria continua X- Por definición de función dife¬ 
rencial / (x) = f (x), o en otra forma 

/(»)- II» . 

ta-e 

Como se sabe, la diferencia F (x -f Ax) — F (x) deter¬ 
mina la probabilidad de que X lome un valor, perteneciente 
al intervalo (x, i -t Ax). En consecuencia, el limite de la 
i-elación de la probabilidad do que lu magnitud aleatoria 
continua lome un valor perteneciente al intervalo (.r, r -j- 
+ isx) a la longitud de este intervalo (para áx — 0), es 
igual al valor de la función diferencial en el punto x. 

l'or analogía con la definición de la densidad de masa 
en el punto*, el valor de la función / (x) en el punto x con¬ 
viene considerarlo como la densidad de probabilidad en ese 
punto. 

De este modo, la función diferencial determina la den¬ 
sidad de distribución de probabilidad para cada punto z. 

Del cálculo diferencial se sabe que el incremento de una 
'unción es aproximadamente igual a función diferencia!, 
es decir, 

F(rt Ar) - F (x) ~ dF (x), 

o bien 

F(x + Xx)-F (x) ~ F (a) dz. 

Puesto que F' (x) = / (i) y dx — A*, tendremos que 
F (z -i- Ax) — F (x) ~ / (x) Ax. 

El sentido probabilístico de esta igualdad es que: la pro¬ 
babilidad de que una magnitud aleatoria tome un valor per¬ 
teneciente al intervalo (x, x 4 Ax) es aproximadamente 
igual (coa la exactitud de hasta valores infinitamente peque 
ños de orden superior con respecto a Ax) al producto tío la 


• Si la masa está distribuida continuamente a lo lorgo del e)o 
x pnr cierta ley, por ejemplo F (x), la dcasidad p (x) de masa en el 
punto x se llama limite do la relación entre la mesa del intervalo 
(x, x -j- Ax) y la longitud dei intervalo cuando Ax -* 0, es decir 
p(*t-Hm /« «-‘•óxl-PM 
Ax—0 “ 
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densidad de probabilidad en el punto x por la longitud del 
intervalo Ai. 

Geométricamente esto resultado so puedo interpretar así: 
la probabilidad do que una magnitud aleatoria lome uu valor 
perteneciente al intervalo (x, x 4 Ax) es aproximadamente 
igual a la superficie del rectángulo de base Ax y altura / (x). 



Fig. 5. 

En la iig. 5 so aprecia que la superficie dol rectángulo 
rayado es igual al producto / (x) Ax, sólo aproximadamente 
igual a la superficie del trapecio curvilíneo (probabili¬ 
dad verdadera determinada por un intervalo definido 

j / (x) dx). En esto caso, el error admisible es igual a 

X 

superficie del triángulo curvilíneo ABC. 

§ 6. I.ey de distribución uniforme de las probabilidades 

Al resolver los problemas presentados por la práctica, 
se tropiezan con distintas distribuciones do magnitudes alea¬ 
torias continuas. Las funciones diferenciales do estas dis¬ 
tribuciones se llaman también leyes de distribuciones. De 
ordinario se encuentran, por ejemplo, las leyes do distri¬ 
buciones uniforme y normal. En esto párrafo se examina la 
ley de distribución uniforme. El capitulo siguiente está 
dedicado o la ley de distribución normal. 

I,n distribución do las probabilidades so llama uniforme, 
si cu el intervalo, al que pertenecen todos los valores posibles 
de la magnitud aleatoria, la función diferencial tiene un va¬ 
lor constante. 

Veninos un ejemplo de magnitud Aleatoria continua uni¬ 
formemente distribuida. 
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Ejemplo. La escola de un instrumento de medida está 
graduado en ciertas unidades. El error al redondear la lec¬ 
tura hasta una división entera próxima se puede considerar 
como una magnitud aleatoria X que puede tomar con la den¬ 
sidad constante de probabilidad cualquier valor entre dos 
divisiones enteras contiguas. Por consiguiente. A' tiene dis¬ 
tribución uniforme. 

Hallamos la función diferencial de distribución unifor¬ 
me, considerando que todos los valores posibles do la magni¬ 
tud alealoria acotados en el intervalo (o, í>), en el que la 
función diferencial conserva un valor conslunlc / (x) = C. 



Fig. 6. 

Según los datos X no toma valores fuera del intervalo 
(a, 6), por eso / (z) = 0 cuando r<«yr>4. 

Hallamos el valor de C. Dado que todos los valores posi¬ 
bles de 1a magnitud aleatoria pertenecen ni intervalo (a, b), 
debe cumplirse la igualdad 

» 6 

¡ /(i)di = l, o bion JCds-= 1. 

a a 

De donde 



S iz 

O 


De este modo, la ley de distribución uniforme se puede 
escribir analíticamente, asi: 



para x^n, 

para a<x<f>, 
para i > b. 
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En la fig. 6 se muestra la gráfica de la función diferencial 
de distribución uniforme, mientras que en la fig. 4, la grá¬ 
fica de la función integral. 


Problemas 

1. Una magnitud aleatoria ae prefija p"r la ('ilición difcraticial 
O para *<.- 4- \ 


/(*>- 


a orí r pan» — — Cx 
0 para x 


. a 


Hallar el cocíicirnlc a. 

Itiil’unta a = ^ . 

2. Una magnitud aleatoria está dada por la función diferencial 

{ 0 paro x<^K 
•yseur para 0<x^a; 

0 para x > ji. 

Hallar, a) la función integral; b) la probabilidad de quo como resultado 
de lo pruebo In magnitud aleatoria toma nu \alnr acolado en el inter¬ 
valo ^0; ^ ) 


Httpuesta a) F(x )=• 


pura 


II. 


(1 —cuax) para U<í( . n; 


para 


x>n; 


3. Ln magnitud aleatoria X se prelij» |».r I» función integral 

PW- 


! 0 para x < ». 

x puní 0 < x < (. 

\ ' ■ 


paia 


x > 1 


Hallar la función diferencial 

1 0 para ríO. 

1 para 0 <i<l; 
0 para 


x > 1. 
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'i ó. i .a imignilutl aleatoria X está prefijailii por la función integral 
t 0 para *<£0, 

f W=| i|l-Cdir| para 0<r<n. 

I 1 para x>.l. 

Hallar la luiicióu diferencial. 

{ 0 para x < 0. 

y sen a para (J<><n. 

0 para x > r. 


Capitulo doce 
DISTRIBUCION NORMAL 


§ 1. Características numéricas «le las magnitudes 
aleatorias continuas 

Extendemos las definiciones de las características numé¬ 
ricas de magnitudes discretas a las magnitudes continuas. 
Comencemos de la esperanza matemática. 

Supongamos que una magnitud aleatoria continua A 
está prefijada por la función diferencial i (i). Admitamos 
que todos los valores posibles de A' pertenecen al segmento 
|n, 61. Descompongamos este segmento en n segmentos par¬ 
ciales de longitud Ax„ Az., . . Ax„ y elijamos en cada uno 
de ellos un punto arbitrario z, (i — 1, 2. .... n). Para 
determinar la esperanza matemática de una magnitud con- 
linun por semejanza con la discreta, formemos la suma de 
los productos de los valores posibles de *, por sus probabi¬ 
lidades de caer en el intervalo Az, (recordemos que el pro- 
duelo / (z) Az es aproximadamente igual a la probabilidad 
do que X caiga en el intervalo Az): 

2*i7(*i) 

Pasando al límite cuando la longitud del segmento máximo 
de los segmentos parciales tiende a cero, obtenemos la inte- 

b 

gral definida j x/ (z) di. 
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Se llama esperanza matemática de una magnitud aleatoria 
continua X. cuyos valores posibles pertenecen al segmento 
la, ¿il, la integral definida: 

b 

d/(A') = J*/(i)dx. 

« 

Si los valores posibles pertenecen n todo el eje x, tendre¬ 
mos que 

M (*)=■ j */ (*) dx. 

Se supone que la integral impropia converge absolutamente, 
es decir, existe la integral J | j-| / (.r) dx. Si esto no su cum¬ 
pliese, el valor de la integral dependería de la volocidad tic 
tendencia (por separado) del limite inferior hacia - coy del 
superior hacia -f-cc. 

Por analogía con la dispersión do la magnitud aleatoria 
discreta se define también la de una magnitud continua. 

Se llama dispersión de una magnitud aleatoria continua 
la esperanza matemática del cuadrado do su desviación. 

Si los valores posibles de X pertenecen al segmento la, M, 
tendremos que 

b 

£>(,Y)= j (T-WWp/Wdx; 

O 

si los valores posihles corresponden a todo oi ojo x. 

»W = \ (*—di(*))*/ {z)dx. 

1.a desviación cuadrática media de la magnitud aleatoria 
continua se determina al igual que para una magnitud dis¬ 
creta, por 1a igualdad 

o (X) - VDjX)- 

Ñola 1 So puedo demostrar quo los propiedades de la espciunrui 
matemática y de la dispersión do magnitudes discretas so extienden 
también a las magnitudes continuas. 



Ñola 2. Para el cálculo de la dispersión es fácil obtener fórmulas 
más convenientes: 


*><*>-j *»/<*)*-1« WP. 

a 

£)(X)= j iV(*)*-(M(X)l». 


/■■ w 


{' 


ICjcmpin. Hallar la esperanza matemática y la dispersión 
do la magullad aleatoria X profijndn por lo función integral 

' 0 paro x ^ 0, 
x para 0 < x < 1, 
paro x > 1. 
stii.uitoN llnllonins la función diferencial 

f 0 para x ^ 0, 

IU) = V (x) =< 1 pora 0<Tx<1, 

0 para x > 1. 

Hallamos la os porania matemática 

t i 

ÍT(X)^ Jx.l.dx=4| =i-, 

0 o 

Hallamos la dispersión 

§ 2. Distribución normal 

So llama normal la distribución de las probabilidades de 
ana magnitud aleatoria continua que se describo por la 
función diferencial 


/(x) "T 71 T e 


(«-«i» 

335 


(lomo podemos' apreciar, la distribución normal se deter¬ 
mina por dos parámetro»: a y o. Es suficiente prefijar estos pa¬ 
rámetros para obtener la distribución normal. Mostremos 
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que el sentido probabilísimo do estos parámetros es el siguien¬ 
te: a es ln esperanzo matemática, a, la desviación cuadrá¬ 
tica media de la distribución normal. 

a) Por definición de la esperanza matemática do una 
magnitud aleatoria continua 

M (X) = j xf(z)dx = J xe~ i*' dx. 

Introducimos un nuovo parámetro s — x ~ - . De donde x — 
= oí' a, dx = o tfe. Teniendo en cuenta que los nuevos 
limites de integración son iguales a los anteriores, obtene¬ 
mos 

■ u w “T7ir_f <0,+ * ,r 

El primero de los sumandos es igual a cero (bajo el signo 
integral se halla una función impar; los limites de integra¬ 
ción son simétricos respecto al origen de coordenados). El 
segundo tic los sumandos es igual .1 a (integral do l’oisson 

- OO 

De este modo. M (A) = a, es decir, la esperanza mate¬ 
mática de la distribución normal es igual al parámetro a. 

b) Según definición de la dispersión do una magnitud 
aleatoria continua, tomando en consideración que/1/ (Xl = «, 
tendremos 

®w-T¡ 

Introducimos una nueva variable z= *~° . Do donde, 
x — a = oz, dx = o di. Teniendo en cuenta que los nuevos 
limites de integración son iguales a los anteriores, obtenemos 

D(X)= yk í *•” 
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J* 

Integrando por partos, poniendo u = z, dv = ze~ 2 dz, 
hallamos 

D (X) = o». 

Por lo tanto, 

o (X) - VD (X) - V7 - <r. 
lio ostn manorn, /a desviación cuadrática media de la dis¬ 
tribución normal es igual al parámetro o- 

Nala 1. I.a distribución normal do parámetros arbitrarios o y 
n (a > 0 ) so llama terral. 

I,a distribución normal do paramotros a = 0 y o 1 so llama 
normada. I’or ejemplo, si X es una magnitud normal do pnrímetros 

ayo, entone» ti'- es una magnituil normal normada, ndomía 
,1 1 {!/) _ 0, n (U) — 1. La (unción diferencial do distribución nor- 


n 



|,,,s V,llores de esta fiuitión están tabulados (suplemento t). 

A',,/11 2 . La función integrnl de disblbucióu normal general (cap. 
XI, f <) 

r !»-»)= 

205 *• 

y ilc I.» nurinnila 

r 

!íl 

1.0» valores de la función F, (x) están tabulados. Se comprueba fíeil- 

itirnle ífiiw 

ftola ;t. I.» nnilMliiliilml de que mía niaüiiHiiil imrin.il normada 
V i .utfn en d intervalo ( 0 . j) *c puede Imllur uUlirando l« luneión do 

T,n|iliMV «I» (r) -í—r í e 7 dz. F.n efecto (cap. X!, § 2 ), P (O < 

y ¿n .» 

* * ** 

< .Y <i) - | <P (a) ds ~ J c 2 dz - ■» (r). 
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Nata 4 Tomando en consideración j 9 ( 1 ) dr — 1 (cap. XI, i 4), 

propiedad 2 ) y, por lo tanto, en virtud de la simetría de 9 (a) rea pecio 
a cero, 
o 

j <p (j) di — 0,5. por consiguiente, también P (—m < X < 0) — 0,ó, 
es fácil obtener que F. ( 1 ) = 0.5 + »('!■ 

En efecto, F,(x) - f(- » < A <r)“ P(- “ <* <®l + 
+ P (0 < X < a) = 0,5 + <P (x). 


§ 3. Curva normal 

La gráfico (le la función diferencial tío distribución nor¬ 
mal se llama cunn normal (curta de Gatiss). 

Examinemos la función 


f 


20 = 


y ~ o ys 

por los métodos del cálculo diferencial. 

1. Evidentemente, la función está definida en todo el 

eje x , 

2. Para todos los valores de x la función toma valores 

positivos, es decir, la curva normal está situada encima del 
eje x. ' 

3. El limite de la función, al crecer ilimitadamente x 
(en valor absoluto), es igual o cero: lím y = 0, es decir, el 

eje x sirve de asíntota horizontal de la gráfica. 

4. Examinemos la función respecto del extremo. Hallemos 
la derivada primera: 




I *-») 1 

■ Tór- 


So aprecia fácilmente que y’ = 0 cuando z = a, y’ >0 
cuando x < a, y' < 0 para x > a. Por lo tanto, cuando x = 

= a la función tiene un máximo, igual a - 

5. La diferencia x — a está contenida en la expresión 
analítica de la función al cuadrado, es decir, la gráfica de la 
función es simétrica respecto a la recta x = a. 

6. Examinemos la función en el punto do inflexión. 
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Hallemos la derivada segunda 


o 4 V 2 n 


(X-a)* 

"”5oi“ 




So nota fácilmente que para x = a + o y x — a — a la 
derivada segunda es igual a cero y, al pasar estos puntos, 



Fig. 7. 

cambia de signo (en ambos puntos el valor de la función es 
igual a—^=) . Por consiguiente, los puntos (a — o, ¡^ 7 ^=) 
y ^ a el, — j do la gráfica son puntos de inflexión. 

En la fig. 7 so muestra la curva normal pora a = 1; 

0 = 2 . 

§ ó. Influencia do los parámetros de la distribución normal 
sobre la fórmula de la curva normal 

Aclaremos cómo influyen los valores de los parámetros a 
y o en la fórmula y la disposición do la curva normal. 

Se sabe que las gráficas de las funciones/ (x) y / (x — a) 
tienen igual forma: desplazando la gráfica do / ( x ) en ol sen¬ 
tido positivo del ojo rene unidades de la escala paro a > O, 
o en sentido nogalivo para a < O, obtenemos la gráfica de 
/ (x — a). Do aquí so deduce que la variación de la magnitud 
del parámetro a (esperanza matemática) no altera la forma 
de la curva normal, sino da lugar solamente a su desplaza¬ 
miento a lo largo del efe x; hacia la derecha, si a crece, y hacia 
la izquierda, si a decrece. 

El problema cambia al variar el parámetro a (desviación 
cnndrálica media). Como se lia mostrado en el párrafo ante- 
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rior, el máximo ele la función diferencial de dislrihución nor¬ 
mal es igual a—— . De donde se deduce que al crecer o, 
a y 2,1 

la ordenada máxima de la cuna normal decrece, mientras </ue 
la propia curt a det iene más sítate, es decir, se aproxima al eje x; 
cuando decrece o, la curta normal deviene más aguda y se 
alarga en scnlltla pusUira del e/e (/. 

Calió hacer notar que para lodos los valores de las paró¬ 
me! ros a y o el área limitada por la curva normal y el eje x 



H*. S. 


se mantiene igual a la unidad (cap. XI, § segunda propie¬ 
dad de la función.diferencial). 

En la íig. S están repte ¿culadas las curvas normales para 
distintos valores de ovo--1 *. Ivl dibujo ilustra claramente 
cómo la variación del parámetro o influye en la forma de la 
curva normal. 

Conviene señalar que cuando a = 0 y o = 1 la curva 
normal <| (x)=-~^ 


e T se llama normada 


§ 3. Probabilidad de que una magnitud aleatoria 
unrmnl caiga en un intervalo liarlo 

Ya sabemos que si una magnitud aleatoria X está dada 
por la función diferencial I (a), la probabilidad de quo X 
tome un valor perteneciente al intervalo (a, 0), es la siguiente 
S 

P(o<.Y<»-J /(*)*■- 


lü 









Supongamos que la magnitud aleatoria X está distribuida 

por una ley normal. Kii tal caso, la probabilidad de que X 
Ionio mi valor perteneciente al intervalo (*, p), es igual a 

Imnsíni mamas esta fórmula ilc numera que se pueden 
tillli/nr lux luidas lierlias. Introducimos iinn nueva variable 

,h ‘ '" l " í ‘ x “ 01 + <& - o di- Hallamos los 

nuevos límilos do integración. Si x = a. tendremos que 2 =. 

a—a o - 1 


si X - I 


z — 


l'or consiguiente, tenemos 


-ve i' ' ;<fa+ w J 


f 2 dz = 


P-° a-o 

-ys \ ’ 1 "-te j 

l.lili/amln la función do I.aplace 

fiiialmeiile obtenemos 

/» ( «<x< B -o(J=i)-a.(a=s). w 

ICjeiiipIn. Huu magnitud alcnlori.i ,Y osló distribuida por 
una ley normal. I.a esperanza matemática y la dosviación 
cuadral ¡cu media do esln magnitud son respectivamerUo 
iguales n .JO y 10. Hallar la probabilidad do que X tomo un 
Valor correspondiente al intervalo (10, fiO). 



SOLUCION. Utilizamos lo fórmula (*). Según los datos 
del problema <z = 10, f> = 50, o = 30, a = 10, por lo tanto, 

P (10 < X < 50) -® _0> - 2® (2). 

Por la tabla (suplemento 2) hallamos 
<]> (2) = 0,4772. 

Do aquí, la probabilidad buscada es 

P (10 < X < 50) - 2-0,4772 = 0,9544. 

§ 6. Cálculo de la probabilidad de desviación prefijada 

Frecuentemente se necesita calcular la probabilidad de 
que la desviación de una magnitud aleatoria normalmente 
distribuida X respecto del valor absoluto es menor que un 
número positivo dado a, es decir, hay que hallar la probabi¬ 
lidad de que se cumpla la desigualdad | X — a | < o. 

Sustituimos esta desigualdad por la doble desigualdad 
equivalente 

— 8<X — tz<ó, 

o bien 

a — 5<X<a + ó. 

Utilizando la fórmula (*) (§ ñ), obtenemos 
P(|X — a| <5) = /'(a—8 < X < fl + ó) 

Tomando en consideración la igualdad 

•(“*)—•(*) 

(la función de Lnplace es impar), finalmente obtenemos 

J>(|X-«|<«)-2® (■§•)• 

En particular, para a = 0 

7>(|X|<6) = 2®(4). 

En la fig. 9 se muestra claramente que, si dos magnitudes 
aleatorias están normalmente distribuidas y a = 0, la proba- 
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bilidad do tomar un valor, correspondiente al intervalo 
(— 6 , 6 ), es mayor para la magnitud que tiene un valor 
menor de o. Este hecho corresponde totalemente al sentido 



Pig. 9. 


probahilíslico del parámetro o (o es la desviación cuadrática 
inedia; este caracteriza la dispersión de la magnitud aleatoria 
alrededor de su esperanza matemática). 

.Vela. Evidentemente, los sucesos consistentes en el cumplimiento 
ile las desigualdades |.V — a | < Ó y |.Y — a ! > ó son opuestos. Por 
esn. si la probabilidad de que se cumpla la desigualdad |.Y — o| < 
< ó es igual a p, la probabilidad de la desigualdad |X — a | > i es 
igual al — p. 

Ejemplo. La magnitud aleatoria X está distribuida nor- 
malmoule La esperanza matemática y la desviación cuadrá- 
lica media de X son respectivamente iguales a 20 y 10. 
Hallar la probabilidad de que la desviación sea en valor 
absoluto menor que tres. 
solución. Utilizamos la fórmula 

P(|A-a|<í)=2<I>(-i). 

Según los dalos del problema 6 * 3, a = 20, o = 10. Por 
lo tonlo, 

P (| A — 201 < 3) = 2<t> (-jjp) *• 2® (0,3). 

Por la tabla (suplemento 2) hallamos <I> (0,3) = 0,1179. 
La probabilidad buscada es 

P (| A — 20 ¡ < 3) = 0,2358. 


ie-o3eo 
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§ 7. Regla de las tres sigmas 

Transformamos la fórmula (§ 6) 

/>(|X-a|<ó) = 2U>(-¿). 
poniendo ó — at. En conclusión obtenemos; 

f (| X — a | < o<) = 2<P (<). 

Si / — 3 y, por lo lanío, o/ = 3o, Icndromos que 
P (| X - a | < 3o) = 2il> (3) - 2 -0,49805 =• 0,0973, 

es decir, la probabilidad de quo la desviación sea cu valor 
absoluto menor que el triple de la desviación cuadrática ine¬ 
dia, es igual a 0,9973. 

En olías palabras, la probabilidad de que la magullad 
absolula do la desviación sea mayor que el triplo de la des¬ 
viación cuadrática medio, es muy pequeña y, precisamente, 
igual a 0,0027. Esto significa que sólo en 0,27% do los casos 
puede ocurrir así. Estos sucesos, partiendo del principio do 
imposiblidad de los sucesos poco probables, pueden consi¬ 
derarse prácticamente inciertos o imposibles. En esto reside 
precisamente la esencia de la regla do las tres sigmas: sí 
una magnitud aleatoria está distribuida normalmente, la mag¬ 
nitud absoluta de su desviación respecto tic la esperanza mate¬ 
mática no es mayor que el triple de tu desviación cuudróUcu 
media 

En la práctica, da regla de las iros sigmas se aplica así: 
si la distribución de la magnitud aleatoria que so estudia no 
se conoce, pero si se cumple la condición indicada on la regla 
expuesta, se puede suponer quo la magnitud a estudiar 
está distribuida normalmente; en caso contrario no está dis¬ 
tribuida normalmente. 

§ 8. Noción del teorema de Linpiinov 

Se sabe que las magnitudes aleatorias normiliuonte dis¬ 
tribuidas están profusamente difundidas on la práctica. , \ 
que se debo esto? La respuesta la dio el omínente «nati'iná- 
liro ruso A. M. Linpnnov (U-oromn límite centr.i 1 .,»• tu ti-nrin 
de Ins probabilidades). Damos sólo el enrolaría del teorema de 
Liapunor, si tina magnitud aleatoria X es la suma tic un número 
muy grande de magnitudes aleatorias mutuamente indepen - 



dientes, la influencia de cada una de ellas en toda la suma es 
despreciable, entonces X tiene una distribución próxima a la 
normal. 

E» la práctica se tropieza con mayor frecuencia, precisa¬ 
mente, con estas magnitudes aleatorias. 

El ejemplo siguiente aclara lo dicho. 

Ejemplo. Supongamos que se mido ciorta magnitud fí¬ 
sica. Cualquier medición da solamente un valor aproximado 
do la magnitud a medir, puesto que sobro el resultado do la 
medición influyen muchos factores aleatorios independientes 
(tcmpornlurn, oscilación del, instrumento, humedad, etc.). 
Cada uno de estos factores engendra un «error parcial» ínfimo. 
Sin embargo, dado que el número do estos factores es inuy 
grande, el conjunto de su acción ocasiona ya un «error total» 
notable. 

Considerando oí error total como suma de un númoro 
muy grande de errores particulares inuluamcnlo indepen¬ 
dientes, podemos deducir que el error total tiene una distri¬ 
bución próxima a la normal. La experiencia confirma la va¬ 
lidez de esta deducción. 

§ 9. Estimación de la desviación de la distribución 
teórica (le la normal. Asimetría y exceso 

La distribución de frecuencias relativas se llama empí¬ 
rica. La estadística matemática estudia la distribución empí¬ 
rica. 

La distribución de las probabilidades se llama teórica. 
La distribución teórica es estudiada por la teoría de las proba¬ 
bilidades. En este párrafo so examinan las distribuciones 
teóricas. 

Al osliidi.ii las distribuciones, diferentes de la normal, 
surge la necesidad de estimar cuantitativamente estn dife¬ 
rencia. Con este propósito se introducen características espe¬ 
ciales, en particular, la asimetría y el exceso. I'ara la dis¬ 
tribución normal estas características son iguales a cero. 
I’or eso, si para la distribución a estudiar la asimetría y el 
exceso .túnen pequeños valores, se puede suponer lu proxi¬ 
midad d" esta distribución a la normal. l>or el contrarío, 
los grandes valores de la asimetría y del exceso denotan la 
desviación considerable de la normal. 

¿Cómo •■sliniar la asimetría? Se puede demostrar que, 
para !n distribución simétrica (la gráfica de tal distribución 
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es simétrica con respecto a ia recta x = M (X)) cada montéa¬ 
lo central da orden impar es igual a cero, l’ara Iris dialri lui¬ 
ciones asimétricas los momentos centrales de orden impar son 
distintos de cero. Por lo cual, cualquiera de estos momentos 
(fuera del momento de primer orden que es igual a cero para 
toda distribución) puede servir para estimar lo asimetría; 
es natural elegir el más simple de ellos, es decir, el momento 
de tercer orden |i 3 . Sin embargo, no es conveniente lomárosle 
momento para estimar la asimetría ya quo su magnitud 
depende de las unidades, con las quo se mide la magnitud 
aleatoria, l’ora evitar esto inconveniente, jij se divide por 
o* y, de esto modo, se obtiene una caiacleríslica adimeu- 
sional. 

Se llama asimetría de la distribución teórica la relación 
entre ol momento central do torcer orden y ol cubo de In 
desviación cuadrática media: 



La simetría es positiva, si la «parte larga» do la curva do 
distribución se encuentra a la derecha de la esperanza mate¬ 
mática; la asimetría es negativa, si la «parte larga» do la 
curva se encuentra a la izquierda de la esporanza matemá¬ 
tica. El signo de la asimetría so determina prácticamente 
por la ubicación de la curva de distribución con respecte a 
la moda (punto máximo de la función diferencial): si la 
parte alargada de la curva de distribución se encuentra a la 
derecha de la moda, la asimetría es positiva (fig, 10, o), si 
se encuentra a la izquierda, negativa (fig. 10, ó). 

Para estimar el «declive», es decir, la pendiente máxima 
o mínima de la curva de distribución teórica en comparación 
con la curva normal se utiliza la característica oxceso. 

Se llama exceso de la distribución teórica la característica 
determinada por la igualdad 

£>-£- 3 . 

Paro la distribución normal •^• = 3, y, por lo lanío, 
ol exceso es igual n coro. Por eso, si ol oxceso de* eiort.i dis¬ 
tribución es distinto de cero, la curva do esta distribución 
se diferencial de la curva normal: si el exceso os positivo, 
la curva tiene un vértice inás alto y «agudo» que la cmva 
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normal (íig. 11, a); si el exceso es negativo, la curva o com¬ 
parar tiene nn vérlico más bajo y «plano» que la curva nor- 



K¡a lo tí?. II 

nial (fig. 11, />). En osle caso se supone que las (lislribucio- 
nrs normal y Icólica licneu iguales las esperanzas matemá¬ 
ticas v las inspersiones. 


§ 11). Función ilc un argumento aleatorio y su distribución 

Previamente cabe lucer notar que, en adelante, en vez 
de decir «lev de distribución de las probabilidades», diremos 
simplemente «distribución». 

Si a cada valor posible de una magnitud aleatoria X 
corresponde un valor posible de la magnitud aleatoria Y, 
entonces Y se llama función del argumento aleatorio X: 

y - * (X)- 

Más adelante se muestra como hallar la distribución do 
la función por la distribución conocida dol argumento dis¬ 
creto y continuo. 

1. Supongamos que el argumento X es una magnitud alea¬ 
toria discreta. 

oí Si a los distintos valores posibles del argumento X 
corresponden distintos valores posibles de la función V, 
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las probabilidades de los correspondientes valores de X o Y 
son iguales entre si. 

Ejemplo 1. La magnitud aleatoria discreta X está 
prefijada por la distribución: 

X 2 3 

P 0,6 0,4 

Hallar la distribución do la función 1' - X*. 

solución. Hallamos los valores posibles do Y : 

Pi = 2* = 4; y, — 3* ^ II. 

Escribimos la distribución buscada de Y: 

Y 4 9 

p 0,6 0,4. 

h) Si a los distintos valores pasibles de X corresponden 
los valores de Y, entre los cuales hay iguales entre si, enton¬ 
ces hay que adicionar las probabilidades de los valores 
que so repiten de Y. 

Ejemplo 2. La magnitud aleatoria diseteta X se prefija 
por la distribución: 

X -2 2 3 

p 0,4 0,5 0,1. 

I lallar la distribución do la función Y — X a - 

solucion- La probabilidad del valor posible de y, = 4 
es igual a la suma de las probabilidades de los sucesos nuil llá¬ 
mente excluyontes X = —2, X - 2, es decir, 0.4 0,5 — 

= - 0,'J. La probabilidad del valor posible do y. — 'J es igual 
a 0,1. Escribimos la distribución buscada de Y: 

Y 4 0 

p 0.9 0,1. 

2. Supongamos que el orgiunenlo X es mui magnitud 
aleatoria continua. ¿Cómo hallar la distribución do la fun¬ 
ción Y = qr (X). conociendo la función diferencial / (4 
del argumento aleatorio XI Se demostró que: si y = (a) 

es una función diforenciable rigurosamente creciente o rigu¬ 
rosamente decreciente, cuya función inversa x — i|i (y), 
la función diferencial g (y) de la nngniliid alealmia V su 
halla por la igualdad 

g(u) ~/ty(ir)Mt' (v)l- 
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Ejemplo 3. La magnitud aleatoria X eslá distribuida 
normalmente, además su esperanza matemática es a = 0. 
Hallar la distribución de la función )' = X 3 . 

solución Puesto <|uc la función y = r 3 , es diferenciablo 
y rigurosamente creciente, se puede utilizar la fórmula: 

jfW-MíWMt’WI- O 

Hallamos la función, inversa a la función y - ■t': 

iMi,)_x = ¡í 3 . 


Hallamos / |i|> (i/)|. Por los dalos 


/<*)■ 


por eso 


o 

/Kíy)l = /Iy 7 l = - 


«1/5ñ 

Hallamos la derivada do la función inversa de y: 

t 


't’(¡/) = (» 3 )' = - 


(”) 




3* 3 


Hallamos la función diferencial buscada, para lo cual 
ponemos (**) y (»**) en (*): 

* 

g(«) -T í -■'" ÍS5 ‘- 

3oy 3 VST 

JYota. Utilizando la fórmula (•) se puede demostrar que la función 
lineal Y *» AX + B de argumento X normalmente distribuido tam* 
bién está normalmente distribuida, además para bailar la esperanza 
matemática de Y, hay quo poner en la expresión de la íuoción en lugar 
del argumento X, su esperanza matemático a: 

AI (K) = Aa + B ; 

E ra hallar lo desviación cuadrática media de Y, hay que multiplicar 
desviación cuadrática media del argumento X por el módulo del 
coeficiente de X : 


o (y) *■ Ml-ff(X). 



Ejemplo Hallar la (unción diferencial de la (unción 
lineal y = 3X -¡- 1, si el argumento está distribuido normal¬ 
mente, además, la esperanza matemática do X es igual a 2 
y la desviación cuadrática media es igual o 0,5. 

solución. Hallar la esperanza matemática de Y 
M(Y)~ 3 -2 + 1 =7. 

Hallamos la desviación cuadrática media do Y 


a (Y) = 3 0,5 -1,0. 

En función diferencial buscada liono la forma 


§11. Esperanza matemática de la función de un 
argumento aleatorio 

Dada la función Y = 9 (X) del argumento aleatorio X, 
hallar la esperanza matemática de esta función, conociendo 
la ley de distribución del argumento. 

1. Supongamos que el argumento X es una magnitud 

aleatoria discreta con los valores posibles x„ x. . x„, 

cuyas probabilidades son respectivamente iguales a />,, 
Pt, . . ., p n . Evidentemente, Y también es una magnitud 
aleatoria discreta con los valores posibles ij, = ip f.r,), 
ff. = <p (ij). . . - ?!/* = 9 (z,)- Ya que el suceso tía mag¬ 
nitud X (ornó el valor x,t da lugar al suceso tía magnitud Y 
tomó el valor ip (x,)», las probabilidades do los valores posi¬ 
bles de y son respectivamente iguales a p,. p a . p„. 

Por lo tanto, la esperanza matemática de la función es 

A/[<p (X)J = |j (•) 

Ejemplo 1. La magnitud aleatoria discreta X está 
dada por la distribución 

X 1 3 5 

p 0.2 0,5 0,3. 

Hallar la esperanza matemática de 1a función Y = ip (X) = 
- X*-M. 

solución. Hallamos los valores posibles do Y: 

<p (1) “ 1’ + 1 = 2; q. (3) - 3* -I- 1 = 10; 

9(5) = 5» +1 = 26. 
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L» cspcranzn matemática buscada de la función es 

M (.Y* 4- II = 2 0,2 + 10 0,5 4 26-0.3 = 13,2. 

2. Su pon pamas que el argumento X es una magnitud 
ahnloria continua prefijada por la función diferencial f (x ). 
Par.i li.illar I» os|H*ran?n nmlomálicn de la función Y e= 
= q (.V) al principio se puede hallar la función g (//) de la 
macnitud Y y, luego, utilizar la fórmula 

*'D> J u-aMdu 

Sin embargo, si 1» función diferencial g {i/) es difícil de 
Imllnr, se puede hallar directamente U esperanza matemá¬ 
tica de la función <p (.Y) por In fórmula 

M|<p(X)l= j q>(z)/(i)di. 

F.n parí ¡rular, si loa valores posibles de X pertenecen 
al intervalo (a, l>), 

b 

wii>(X)l=J<p(*)/Mdx. (••) 

Omitiendo la, demostración, cabe hacer notar que ella 
es análoga a la demostración de la fórmula (*). si se susti¬ 
tuye la suma por la integración, y la probabilidad, por ol 
elemento de la probabilidad / (x) Ax. 

Ejemplo 2. La magnitud aleatoria continua X está 
prefijada por la función diferencial / (x) = sen x en el 
intervalo fO; -j-); / (x) = 0 fuera de este intervalo. Hallar 
lo esperan» matemática de la función Y = <p (X) = X'. 

solución Utilizamos la fórmula (**). Por los 
datos del problema / ir) ■= sen x, q> (x) = x 1 , a = 0, b = 
n 

= r • 

Por lo tanto, 

n 

T 

M l'P <x)l = J x* sen x ix. 

Inlrgrando por parles, obtenemos la esperanza matemática 
buscada 


M IX*I - ir - 2. 



§ 12. Función de dos argumentos aleatorios. Distribución 
de la suma de sumandos independientes.) 

Estabilidad de distribución normal 

Si a cada par de valores posibles do las magnitudes 
aleatorias X o 1' le corresponde un valor posible de la magni¬ 
tud aleatoria Z. entonces Z so llama /unción de dos argumen¬ 
tos aleatorios X e 7: 

Z *= rp (X, 7). 

A continuación se mostrará mediante ejemplos cómo ha¬ 
llar la distribución de la función 

Z = X + Y 

conociendo las distribuciones de los sumandos. Semejante 
problema se encuentra frecuentemente en la práctica. Por 
ejemplo, si X es el errar de lecturas del instrumento de 
medida (distribuido normalmente), Y es el error de redondeo 
de las lecturas hasta la división prósima de la escala (distri¬ 
buido normalmente), surge el problema de hallar la ley de 
distribución de la suma de los errares Z = X -J- Y. 

1. Supongamos que X e Y son magnitudes aleatorias 
independientes discretas. Para componer la ley do distribu¬ 
ción do 1a función Z = X + Y, hay que hallar todos los 
valores posibles de Z y sus probabilidades. 

Ejemplo 1. Las magnitudes aleatorias independientes 
discretas están prefijadas por las distribuciones: 

X I 2 7 3 4 

p 0.4 0.6 p 0.2 0,8 

Componer la distribución de la magnitud aleatoria Z = 
- X + 7.) 

solución Los valores posibles de 7, son las sumas 
de cada vnlor posible de X con todos los valores posibles 
de 7: i 

s, _ | + 3 - 4: - i + 4 - 5; e, - 2 + 3 = 5; 

s, - 2 + 4 = 6. 

Hallamos las probabilidades de estos valores posibles 
Pora que Z — 4, es suficiente que la magnitud X tome el 
valor i, = 1 y la magnitud 7, el valor it, = 3. Las proba¬ 
bilidades de estos valores posibles, como se deduce de las 



luyes de distribuciones dadas, son respectivamente iguales 
a O/i y 0,2, 

l’neslo que los argumentos X o Y son independientes, los 
sucesos X — 1 o Y = 3 son independientes, y, por lo tanto, 
la probabilidad do quo ocurran simultáneamente (es docir, 
la probabilidad del suceso Z = 1 + 3 = 4) por el teorema 
tlel producto es igual a 0,4 0,2 — 0,08. 

Vuálogamenle bailamos: 

/•(«“!+< = 5) = 0,4-0,8 = 0,32: 

/> (Z = 2 + 3 = 5) = 0,0 0,2 - 0,12; 

/• {Z -- 2 | 4 - 0) = 0,0 0,8 = 0,48. 

rescribimos la dislribución buscada, sumando previa- 
luenlc las probabilidades de los sucesos uiuluamentc exeln- 

v‘‘ules y. y s, (o,:i2 i 0,12 o,44): 

Z 4 5 6 

P 0.08 0.44 0,48. 

Verificación: 0,08 -|- 0,44 + 0,4S = 1. 

2. .Supongamos que X e Y son magnitudes aleatorias con¬ 
tinuas. Se. demosiró que: si X o Y son indcpendie.ntes, la 
función diferencial g ( 2 ) de la suma Z = X + Y (a condi¬ 
ción de que la función diferencial por lo menos de uno de 
los argumentos se encuentre en el intervalo (— 00 , 00 ) 
por una fórmula) puedo hallarse por la igualdad 

«(=)- j h (x) /¡ (* - -r) dx (*) 

o bien por la igualdad equivalente 

co 

«(*)- $ t,b-y)lz(v)dy. (••) 

donde /,, /.. son las funciones diferenciales de los argumentos. 

Si los valores posibles de los argumentos no son negati¬ 
vos, g ( 2 ) so bailan por la fórmula 

g(*)= j /,(*)/, (*-■*)«!*. (•••) 

*0 
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o bien por la fórmula equivalente 


íW-J /.(*-*) /.(»)<*»• (•••*) 

Ln función diferencial do la suma de magnitudes alea¬ 
torias independíenles se llama romposición. 

La ley de distribución de las probabilidades se llama 
eslable, si la composición de tales leyes es 1a misma ley 
(que se diferencia, en general, por los parámetros). La ley 
normal posee 1a propiedad de estabilidad: la composición 
do leyes normales también tiene distribución normal tía 
esperanza matemática y la dispersión de esta composición 
son iguales respectivamente a las sumas de las esperanzas 
matemáticas y las dispersiones de los sumandos). Por ejem¬ 
plo. si -V e Y son magnitudes aleatorias independientes 
distribuidas normalmente con esperanzas matemáticas y 
dispersiones respectivamente iguales a o, = 3. « s = 4, 
O, = I, D. — 0,5, la composición de estas magnitudes 
íes decir. 1a función diferencial de la suma Z = X + 1*) 
también está distribuida normalmente; además, la esperanza 
matemática y la dispersión de la composición son respectiva¬ 
mente iguales a a =34-4 =7; 0 = 1+ 0.5 = 1,5. 

Ejemplo 2. Las magnitudes aleatorias independientes 
X e Y están prefijadas por las funciones diferenciales: 

(0<a:<oo); 

/(») = -{-''* (0<!f<oo). 

Hallar la composición de estas leyes, es decir, la función 
diferencial de la magnitud aleatoria Z = X + Y 

solución Ya que los valores posibles do los argu¬ 
mentos no son negativos, utilizamos la fórmula (**•) 

I jj l — X 

?(*)“ j /iW/il»-»)** | = 

je'^di-e'T (l-e'% 

IM 



Cabe hacer iiolar que aqui z > 0, ya que Z = X + Y 
y por los (latos los valores posibles de X o Y no son negativos. 
Recomendamos ai lector cerciorarse de que 


j g(i)d»-l. 

o 

iCi> los siguientes párrafos so describen brevemente los 
distribuciones vinculadas con la normal, que so utilizaran 
al exponer la estadística matemática. 


§ 13. Distribución 

Supongamos que X, (i = 1, 2, . . n) son magnitudes 
aleatorias independientes normales; además, la esperanza 
matemática de cada una de ellas es igual a cero, y la desvia¬ 
ción cuadrática media, igual a la unidad. En tal caso, la 
suma de los cuadrados do estas magnitudes 

«-i 


está distribuida por la ley '// («ji cuadrado») con k = n grados 
de libertad, si estas magnitudes están vinculados por una 
correlación lineal, por ejemplo 2 X, “ "X, el número de 
grados de libertad es k = « — 1. 

La lunción diferencial de esta distribución es 



para x<0, 
para x>0. 


donde T (x) j di es la función gamma; en parti¬ 

cular, L <u + I) = ni 

De nqui se aprecia que la distribución «ji cuadrado» se 
determina por un parámetro, o sea, el núinoro de grados 
do libertad U. 

Al uuinenUr el número de grados de libertad, la distri¬ 
bución se aproxima lentamente a la uormal. 



$ 14. Distribución t de Student 

Supongamos que Z es una magnitud aleatoria normal; 
además, M (Z) = 0. o (Z) = 1, y V es una magnitud inde¬ 
pendiente de Z, distribuida por la ley x’ con k grados de 
libertad. En tal caso, la magnitud 



tiene una distribución llamada distribución I o distribución 
l de Student (seudónimo del estadístico inglés V. Gosset) 
con k grados de libertad. 

De esta manera, la relación entre la magnitud normal 
normada y la raí* cuadrada de la magnitud aleatorin inde¬ 
pendiente, distribuida por la ley «ji cuadrado» con k grados 
de libertad, dividida por k, so distribuye según la ley de 
Student con k grados de libertad. 

Al crecer el número de grados de libertad la distribución 
/ de Student se aproxima rápidamente a la normal. Más 
adelante se don conocimientos suplementarios sobre esta 
distribución (cap. XVI, § ili). 


§ 15. Distribución P de Fisber — Snedeeor 

Si V y I' son magnitudes aleatorias independientes, 
distribuidas por la ley y ! con grados de libertad k, y k. 
respectivamente, la magnitud 

U 

e _*!_ i-i 


tiene una distribución llamada distribución F do Fischer- 
Snedecor con grados de libertad *, y (a veces se la designa 
por l“). La función diferecial es 

/ 0 para x <0, 

/(*)■ 


C„- 


donde C 0 -- 


(ij + fcl) 

r (h+h). k fJ 


W 


para x > 0, 



Podemos apreciar que la distribución F se determina 
por dos parámetros, o sea, los números de grados de liber¬ 
tad. Más adelante se dan conocimientos suplementarios 
sobre esta distribución (cap. XIX, § 8). 


Problemas 


I. Hallar In os]icr.inza matemático y la dispersión do la magnitud 

aleatoria X, conociendo su función diferencial: o) / (x) ™- * - 

«yi-i* 

para —1 < x < 1, / (x) = 0 para los demás valores do x; 

b) / W “ "YTT P axa a — /, / (x) «*- O para los demás 

valores de x. 

/(«/.««la o) Al (A) - U, Ü (A'J = i ¡ b) Al (A) - «. O (A) = -y 


’¿. La magnitud aleatoria X está distribuida normalmente. La 
esperanza matemática y lo desviación cuadrática media de. esta magni¬ 
tud *on respectivamente iguales n li y 2. Hallar la piobabilidad de que 
romo resoltado de le.vpcrimenlo A' toma un valor acotado en el inter¬ 
valo (4; 8). 

Hesjnicsta U,<»S-0. 


I. I na maguiliul aleatoria está distribuida normalmente I.n 
desviación inudiáliia media de esta magnitud i-s igual n 0,4. Hallar 
l‘* probabilidad de que In desviación de lo magnitud aleatoria respecto 
de 'ii (''peinilla matemática será en valor absoluto menor do 0,3. 

Itesiiunla 0.5'ibü. 

4. Los errores alentónos de medición obedecen a una loy normal 
«un iiim desviación cuadrática media o = i min y la esperanza mate¬ 
mática u = ü. Ilallai la probabilidad de que de dos observaciones inde¬ 
pendientes el cito» por I- menos de uno de ellos no supera en valor ah- 
■♦‘•Itiln la magnitud 1,28 mm. 

Jtc*i>u,Ha V,!Ni. 

r». Los ejei*. prodmulos por el automático, se consideran standard* 
>i la desviación del diámetro del eje de las dimensiones proyectadas 
m» es mayor de 1 mm Las desviaciones aleatorias del diámetro de los 
ejes obedeien a lina ley normal o»u una desviación cuadrática media 
*' 1.1* mm y r^peianm nialeinálicn a s» 0. ¿Qué jiorcentaje do ejes 
standard' produce el aiituiuálico? 

Hes/mefia. Aproximadamente 7U%. 
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G. La magnitud aleatoria discreta está dada por la ley de distri¬ 
bución 

a) X 12 3 b) X —1 1 2 

p 0,2 0,1 .0,7; P 0,1 0,2 0,7 

Hallar la ley de distribución de la magnitud aleatoria y — A 

Respuesta a) V 1 |b 81 b) V —1 16 

p 0,2 0.1 0,7; p 0.3 0.7. 


7. La magnitud aleatoria continua está dada por la {unción dife¬ 
rencial / (a). Hollar la función diferencial * tu) de la uiogullud alea¬ 
toria Y, si: 

a) Y - X + 1 (-»<!<»); 

b) y = 2X (-«<i< e). 


Respuesta •)( (r) ■*/(»- I) (- oe < g < co); 


b) gfrt- 7 /( 4 ) (-2* <»<2e). 

8. Las magnitudes aleatorias discretas independientes están pre¬ 
fijadas por las siguientes leyes de distribución: 

X 2 3 5 V I 4 

p 0,3 ü,5 0,2; p 0,2 0,S 

Hallar las luyes de distribución de las funciones, al Z = X — y- 
b) 7. = XI'. 

Respuesta a) Z 3 4 6 7 9 

p 0.06 0.10 0,2S 0,10 0,16; 

bj Z 2 3 5 8 12 20 

p 0,06 0,10 0,0i 0.24 0,40 0.16. 

9. Las magnitudes aleatorias independíenlos X c Y están dadas per 
las (unciones diferenciales- 


/■(*)■*J» 3 

< 0 <r<oo); 

/.M-T»'* 

(0 <y< 00 ). 


Hollar la composición do oslas leyes, es decir, la función diferencial 
de la magnitud aleatoria 1 ■ .T f y. 


Respuesta 


*(•) 



’TT, 


para s > 0 ; 
para a < 0 . 



Capítulo Urce 

UISTKIBUaON EXPONENCIAL 


§ I. Definición de la distribución exponencial 


Se llama exponencial la distribución de las probabili¬ 
dades de una magnitud aleatoria continua X quo se describe 
f 0 liara *<0, 

por la función diferencial l(x) -1 x _ u ^ 

donde í. es lina magnitud constante posili'n. 

I'orlemos •■preciar que la distribución exponencial so 
dctoriuina por un parámetro X. lista particularidad de la 
distribución exponencial indica su ventaja n comparación 
ron las distribuciones dependientes de muebos parámetros. 
Generalmente, los parámetros no so conoc n y hay que 
bailar sus estimaciones (valores aproximado: >; poro, es más 
fácil estimar un parámetro que dos, o tres, Ole 

El Irompo entre las apariciones de dos suci sos consecuti¬ 
vos de flujo elemental son de ejemplo de ina magnitud 
aleatoria continua distribuida por una le, exponencial 
(véase 5 ó). 

Hallamos la fruición integral de la disir buclóu expo- 
ncncial (cap. XI, 5 3). 

* o « 

F{x) = j í(x)dx= j 0-Ar + X j r u di = 1 — e-**. 


De este modo, F (i) 


í° 

■|l -e- 


para x < ), 
■X' para x ^ 


liemos determinarlo la distribución exponen ial medían¬ 
le la función diferencial; está claro que se puedt determinar 
también utilizando la función integral. 

En la fig 12 se muestran las gráficas de las funciones 
diferencial o integral do la distribución exponencial. 

Ejemplo. Escribir los (unciones diferencial e integral 
ríe la distribución exponencial, si ol parámetro X “■ 8. 
solución. Evidentemente, 


/ (.i) = 8c" a< para x > 0; / (x) — 0 para * < C 

F(x)- 1 - e—. 
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Fie 12. 


§ 2. Probabilidad de que una magnitud aleatoria distribuido 
lie modo exponencial caiga en un inlcrtalo dado 

Hallemos la probabilidad de que la magnitud nloatoun 
continua X distribuida por la ley exponencial que está 
prefijada por la función integral 

|F (i) = 1 -i e-*, 

caiga en el intervalo ( a , b ). 

Utilizamos la fórmula (cap. X. § 2, corolario 1) 

P (a < X < 6) = f (6) - (o). 

Tomando en consideración que F (a) = 1 — e~ u , 

F (ó) =- 1 — «■“, obtenemos 

P (o < X < b) = «-*• - e-“. (*) 

Los valores de la función e'' se bailan por la tabla. 

Ejemplo. La magnitud aleatoria continua X está distri¬ 
buida según la ley exponencial i 

I (i) = 2e- ! * para x > 0; / (i) — 0 para x < 0. 

Hallar la probabilidad de que como resultado del experi¬ 
mento X cae en el intervalo (0,ji; i). 

solución Por los datos X = 2. Utilizamos la fór¬ 
mula (*): 

P (0,3 < X < 1) = «-«•••*» - r-‘ ¡ " = c-«' s - «'■ = 

= 0,54881 - 0,13534 ~ 0,4). 
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á 3. Giraelerísticas numéricas de la distribución 
exponencial 

Supongamos que la magnitud aleatoria continua X 
está distribuida por la ley exponencial 

I 0 para * < 0. 

' lAí-** para x > 0. 

Hallamos la esperanza matemática (cap. Xll, § 1): 

-W(A') j x/M ,lx ijrr t' ,lx. 
y y 

Integrando por liarles, obtenemos 

o 

lio osle modo, la esperanza matemática de la distribución 
exponencial es la magnitud inversa del parámetro 
Hallemos la dispersión (cap. XII, § 1): 


ü(X)=\s?l(x)dx-\M (X)|’ = Xf 
0 o 


x*e-*dx-±. 


Integrando por partes, hallamos 


l’or lo tanto. 



O X) 



Hallemos la dcsviaeiói cuadrática media, para lo cual 
eximamos lo miz cuadrad i de la disporsión: 

r- (“) 


Comparando (*) y (**., deducimos que 
.1/ (.Y)=o(.Y)-i, 

us decir, la esperanza mal mállea y la desviación cuadrática 
media de la distribución •xponencial son iguales entre sí. 
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Ejemplo. La magnitud aleatoria continua está distribui¬ 
da por la ley exponencial 

/ (x) = Se -5 ' para x > 0; / (x) = 0 para x < 0. 

Hollar la es porania matemática, la desviación cuadrá¬ 
tica modia y la dispersión do X. 

solución. Por los datos X — 5. Por lo tanto, 

Af(X)-o(X)-4=4-0,2¡ 

0W = 7T-^= O ' Ü/ *- 

amo t. Supongamos quo en la práctica su esludín mm magnitud 
aleatoria distribuida exponcnciolmente, desconocicndoso el parámetro 
/. m la cpernnrn iiuileroál ica lambii’ii es mía incógnita, en tal r..iM) 
a« llalla su estimación (valor apnisiniXio), Ululándose ÜOIII'I tal el |II" 
medio mueslral z (cap. XVI, 5 5). _ . , ,, 

En este caso, el valor aproximado del parámetro a se Italia por la 
igualdad 



Sota 2. Supongamos que existentíundamentos para admitir que 
una magnitud aleatoria estudiada en la práctica tiene distribución 
exponencial. Para verilicar esta hipótesis so Italia la estimación de la 
esperanza matemática y la desviación cuadrática media, es decir, se 
bailan el promedio mueslral y la desviación cuadrática media muestra! 
(cap. XVI, §§ 5, 9). Puesto que la esperanza matemática y la desvia¬ 
ción cuadrática media de la distribución exponencial son iguales cutre 
sí, sus estimaciones deben diferenciarse muy poco. Si las c-'liiM.icíinii“i 
son próximas entre si, los datos de observaciones corroboran la liipó- 
tesis de la distribución exponencial denla magnitud a estudiar; si las 
estimaciones se diferencian considerablemente, la hipótesis so rechaza. 

I,n distribución exponencial só utiliza profusamente en 
los aplicaciones, en particular, en la teoría de la nubilidad, 
tino do cuyos conceptos fundamentales es la función do 
fiabilidad. 

( 

§ ó. Función de fiabilidad 

Denominemos elemento un dispositivo cualquiera, Inde¬ 
pendientemente de que ésto sea «simple», o «complejo». 

Supongamos que ol elemento comienza a trabajar en el 
iastante t, = 0 y al final del tiempo do duración l ocurre 
el fallo. 



Designoraos por T una magnitud aleatoria continua, 
es decir, la duración dol tiempo del trabajo sin fallo del 
elemento- Si el elemento trabajó sin fallo (hasta el fallo) 
un tiempo menor que t. tendremos, por lo tanto, que en el 
tiempo de duración t se produjo el fallo. 

De este modo, la función integral 
F(,) = P(T< i) 

determina la probabilidad de fallo en el tiempo I. Por lo 
tanto, la probabilidad dol trabajo sin fallo on eso tiempo, 
do duración /, es decir, la probabilidad del suceso opuesto 
'/* > /, os igual a 

n (/) - p (T > o = i - f «). O 

Se llama / unción de /labilidad R (/) la función que deter¬ 
mina la probabilidad del trabajo sin fallo del elemento en 
el tiempo /: 

R (t) « P (T > i). 


§ 5. Ley exponencial de la fiabilidad 

Generalmente la duración del tiempo del trabajo sin 
fallo del elemento tiene una distribución exponencial, cuya 
función integral es 

F (<) = 1 — e- u . 

Por lo tanto, gracias a la correlación (*) del párrafo ante¬ 
rior, la función do fiabilidad, en el caso de la distrbucióo 
exponencial del tiempo del trabajo sin fallo del elemento, 
tiene la forma 

R (/) = 1 _ F (0 = 1 - (1 - e-«) _ e-*<. 

Se llama leu exponencial de la Habilidad la función do 
habilidad, determinada por la igualdad 

R (/) = i*». (*) 

donde X es la intensidad do fallos. 

Como se dednre de la definición de función do fiabilidad 
(5 ó), esta fórmula peri ¡le hallar la probabilidad del tra¬ 
bajo sin fallo del elcrai ilo en un intervalo de tiempo de 
duración I, si el tiempo leí trabajo sin fallo tiene distribu¬ 
ción exponcnciol. 
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Ejemplo. El tiempo del trabajo sin fallo do «n elemento 
está distribuido por una loy exponencial / (/) = 0,02e- o - 02! 
para t ^ 0 (t, tiempo en horas). Hallar la probabilidad de 
que el elemento trabaje sin fallo 100 horas. 

solución. Por los datos, la constante de la intensi¬ 
dad de fallos X = 0.02. Utilizamos la fórmula (*): 

R (100) = e-o.oí 'oo = e -t „ 0,13534. 

La probabilidad buscada do que el elemento trabajo 
sin fallo 100 horas, es aproximadamente igual a 0,14. 

A 'ola. Si tos fallos de los elementos en instantes fortuitos forman 
un flujo elemental, la probabilidad de que en el tiempo t no se produz¬ 
ca ningún fallo (cap. VI, § 0) es 

p, <n> - r-«, 

lo que e.oncuerda con la igualdad (•), puesto que / en amitos fórmulas 
tieno el mismo sentido (constante de la intensidad do fallos). 


§ 6. Propiedad característica de la ley exponencial 
de la fiabilidad 

La ley exponencial de la fiabilidad es muy simple y con¬ 
veniente para resolver problenias que surgen en la práctica. 
Muchas fórmulas de la teoría de la fiabilidad se simplifican 
considerablemente. Esto se dobe a que la ley poseo la si¬ 
guiente propiedad importante: la probabilidad del trabajo 
sin jalla de un elemento en el intervalo de tiempo, de duración I 
tro depende del tiempo de trabajo precedente hasta el nripen 
del intervalo a considerar sino ‘depende solamente de la dura¬ 
ción del tiempo t (para una intensidad de fallos X dada). 

Para demostrar la propiedad introducimos las denomi¬ 
naciones de los sucesos: ’’ 

A — el trabajo sin fallo del elemento en el intervalo (0, („) 
de duración f„: 

B — el trabajo sin fallo en el intervalo (/„, t„ -1- /) do dura¬ 
ción t. 

En tal caso. .4B es el trabajo sin fallo en el intervalo 
(0, l 0 + t) de duración lo + le 

Hallamos los probabilidades de estos sucesos por la 
fórmula (•) (§ 5); , 

P(/)) = c-»'>,. />(B)-e-«, 

Pl(AB) = e-H l o* J >~e-u »•*-«. 
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Hallamos ln probabilidad condiciona) de que el elemen¬ 
to trabajará sin fallo en el intervalo (/,, t„ + l) a condición 
de que ya haya trabajado sin fallo en el intervalo precedente 
(0, f„) (cap. III, § 5, nota 2): 


Vomos quo la fórmula obtenida no contiene f„ y contieno 
sólo I. lisio significa, precisamente, que el tiempo de trabajo 
cu (‘I intervalo anterior no so manifiesta en 1a magnitud do 
la probabilidad del trabajo sin fallo en el intervalo siguiente, 
y depende sólo do ln longitud del intervalo siguiente, lo quo 
so quería domoslrar. 

151 resultado obtenido se puede formular do un modo 
distinto. Comparando las probabilidades P (B) = e~ u y 

(//) — r _,í , so deduce quo: lo probabilidad condiciona) 
dol trabajo sin fallo de un elemento on el intervalo de dura- 
e.ión t, calculada suponiendo que el elemento trabajó sin 
fallo en el intervalo precedente, es igual a la probabilidad 
absoluta. 

De osle modo, en el caso de la ley exponencial de la 
fiabilidad, oí trabajo sin fallo de un elemento een el pasado» 
no se manifiesta en la magnitud de la probabilidad de su 
trabajo sin fallo «en un futuro próximo». 

Ñola, 8c puede demostrar que solamente la distribución exponen¬ 
cial licué la propiedad examinada. Por eso, si en la práctico ln magni¬ 
tud aleatoria a estudiar posee osla propiedad, ella está distribuida se¬ 
gún una ley esponcncial Por ejemplo, al admitir que los meteoritos 
están distribuidos uniformemente ca el espacio y en el tiempo, la pro¬ 
babilidad do impacto de un meteorito en una nave espacial no dependo 
de que en la nove hnvnn hecho impacto o no meteoritos hasta el conden¬ 
so del intervalo de liempo examinado. Por lo tanto, los instantes 
aléatenos de impacto de los meteoritos en la novo espacial están dis¬ 
tribuidos por una ley exponencial. 


P roblemos 

1 . Escribir las funciones dilerct :ial c Integral de lo distribución 
oxpnncncinl, si el parámetro 1^5. 

Ilapuala I (x) — 5r-*» para > 0 
/ (r) = n para < 0; 

F (x) ■= t — e-“. 
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2. La magnitud aleatoria continua X está distribuida por una ley 
exponencial: / (x) = 5c- 1 * para x > 0, / (x) = 0 para i < 0. Hallar 
la probabilidad do que como resultado dol experimento, X cao en el 
intervalo (0,4; 1) 

Respuesta P (0,4 < X < 1) - 0.13. 

3. La magnitud aleatoria continua X está distribuida por una ley 
exponencial / (x) = 4 e-t* (x > 0). Hollar la espora nía matemática, 
la desviación cuadrática inedia y la dispersión do X. 

Respuesta ,11 (.Y) = o (Y) - 0,25; 

D (Y) = 0,0625. 

4. El tiempo del trabajo sin fallo de un elemento está distribuido 

por la ley exponencial / (i) — 0.01 (I > 0). donde l '■» el 

tiempo en lloras. Hallar la probabilidad do que el elemento trabaje 
sin fallo 100 horas. 

Respuesta R (100) -« 0.37 


Capítulo catorce 

SISTEMA DE DOS MAGNITUDES ALEATORIAS 


§ 1. Noción de sistema de varias magnitudes aleatorias 

Hasta ahora consideramos las magnitudes aleatorias, 
cuyos valores posibles so delcrniinaron por mi niinioro. 
felá» magnitudes se llaman unidimensionales. I’nr ejemplo 
el número do puntos, que puede caer al tirar un dado, es 
una magnitud unidimensional discreta; la distancia desde 
un cañón hasta el lugar ile impacto del proyectil es unn mag¬ 
nitud aleatoria unidimensional continua. 

Además de las magnitudes aleatorias unidimensionales, 
so estudian las magnitudes, cuyos valores posibles se dolor- 

minan por dos, Ires. n números. Estas magnitudes se 

llaman respectivamente ¿¡dimensionales, tridimensionales, 
. . ., n -dimensionales. 

Designaremos por (X, Y) la magnitud aleatoria bidimen- 
sional. Cada una de las magnitudes X e Y se llama compo¬ 
nente; ambas magnitudes X e Y, consideradas simultánea¬ 
mente, forman un sistema de dos magnitudes aleatorias. 
Análogamente, la magnitud n-dimcnsional se puedo consi¬ 
derar como un sistema do n magnitudes aleatorias. Por 



ejemplo, la magnitud tridimensional (X, Y, Z) determina 
un sistema de tres magnitudes aleatorias X, Y y Z. 

Kjcmplo. Una máquina automática estampa planchas 
de acero. Si las dimensiones a controlar son la longitud 
X y la anchura Y, tendremos tina magnitud aleatoria bidi- 
meusional (X, V); si se controla también la altura Z, tendre¬ 
mos una magnitud tridimensional (X, Y, Z). 

Geométricamente, una magnitud aleatoria bidimensional 
(X, y) se puedo interpretar como un punto fortuito M [X, Y) 
en el plano (es decir, como un punt o do coordenadas fortui¬ 
tas), o bien como un vector OM. La magnitud alcalotia 
tridimensional puedo interpretarse geométricamente como 
un punió M (X. Y, '/) on el espacio tridimensional, o como 
un vector OM. 

Conviene distinguir las magnitudes aleatorias polidimen- 
siiiniiles ilisrrelns (lus eomponentes de estas magnitudes son 
discretas) y las conl ninas (las componentes de estas magni¬ 
tudes son continuas). 

§ 2. Lev de distribución de las probabilidades 
de una magnitud aleatoria bidimensional discreta 

Se llama ley de distribución de una magnitud aleatoria 
bidimensional discreta la enumeración de los valores posi¬ 
bles de esta magnitud (es decir, de) par de números (x,, y,) 
y de sus probabilidades p (x¡, y¡) (¡ = 1,2,..., n; / = 

1,2,.. ., m). He ordinario, la ley do distribución se 
da en forma de una tabla con doblo entrada (tabla 2). 

La prunela línea de la tabla contieno todos los valores 
posibles do la componente X y la primera columna, todos 
los valores posibles do la componente Y. Rn la casilla situa¬ 
da en la intersección do la «columna *,» y la «línoa yp, se 
indica la probabilidad p (x ( , y i) de que la magnitud aleato¬ 
ria bidimonsional toma el valor (x,. y¡). 

Puesto que los sucesos (X — x,, Y = ///), (1=1,2,... 

. n; ¡ * I, 2. . .. i/i) forman un grupo completo 

(cap. II. § 2), la suma de las probabilidades, alojadas on 
todas las casillas de la tabla, es igual a la unidad. 

Conociendo la ley de distribución de una magnitud 
aleatoria bidimensional discreta se pueden hallar los leyes 
de distribución do rada una de las componentes. Bn efecto, 
por ojemplo los sucesos (X = x,; Y = y,), (X = x,; 
y = i/,), . . ., (.V = x,; Y = y„) son mutuamente excluyen- 
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Tabla 2 



D 

X« 

H 

m 

m 

m 

Ut 

p(*i. ¡ni 

p(*i. s.) 


p(*i. m) 


P(*n, Ol) 




B 

m 

11 

m 


p(*l. 01) 

P(*J. íj) 

B 

P(*l. Uj) 

B 

p (x,„ m) 



m 




B 

•Jnx 


P)*2-!/»■.) 

B 

P(*í. t'm) 

i 



tes, por eso la probabilidad P(x¡) de quo X tomo el valor 
x¡, por el teorema de la adición, es: 

P (*i) = P (*i, y,) + P (*i(4ts) + - + P (*i. !/m)- 

Por consiguiente, la probabilidad de que X tomo el 
valor x,, es igual a la suma de las probabilidades do la «co¬ 
lumna x,»- En el caso general, para hallar la probabilidad 
P (X = x,) hay que sumar las probabilidades de la colum¬ 
na x,. Análogamente, sumando las probabilidades do la 
«línea y,t. obtenemos la probabilidad P {Y = y¡). 

Ejemplo. Hallar las leyes do distribución do las compo¬ 
nentes do una magnitud aleatoria bidimensional, prefijada 
por la ley de distribución (tabla 3). 


Tabla 3 


y 

x i 


*3 

yi 

0,10 

o.oc 

0,30 

0,18 

0,20 

0.10 
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solución. Sumando las probabilidades por colum¬ 
nas, obtenemos las probabilidades de los valores posibles de 
A'r p (z,) — 0,1(¡; p (z.) — O/ 18 ; p (z,) — 0,36. Escribimos 
la ley de distribución de la compononlc X: 

X x, Zj z,. 
p 0,16 0,48 0,36 

Verificación- 0,16 + 0,48 + 0,36 = 1. 

Sumando las probabilidades por lincas, obtenemos las 
probabilidades do los valores posibles de Y: p (y,) ■= 0,60; 
p (;/.) = 0,40. Escribimos la ley do distribución de la com¬ 
ponen le V: 

y V, V* 
p 0,60 0,40. 

Verificación: 0 60 + 0,40 = 1. 

5 3. Función integral de distribución de una magnitud 
aleatoria bidimcnsional 

Examinemos una magnitud aleatoria bidimensional 
(X, Y) (indistintamente discreta o continua). Supongamos 
(pie r, ¡i es un par de números Tóales. La probabilidad del 
suceso consistente en que X tome un valor menor que z, 
y al misino tiempo Y lomo un valor menor que !/, lo designa¬ 
mos por A' (. 1 , I/). Si r e // varían, en general, variará tam¬ 
bién /■’ (r, i/), es decir. A' (z, i/) es una función do z o y. 

Se llama ¡unción integral de distribución de una magnitud 
nícalo] in bidimensional (X, Y) la función F (z, y) que 
determina para cada par de númoros z, y la probabilidad 
de que X tome un valor menor quo z y. en este caso, Y tome 
un valor menor que y. 

F(r. /;) = /»(X<z, XCy) 

(lenmélricamente, esta iguadnd se puede interpretar asi: 
F(,r, y) es la prolinbilidad do que el punto fortuito 
(X, V) caiga en un rnadranlo infinito do vértice (z, y), 
ubicado a la ¡rqiiierdn y debajo do esto vértice (fig. 13). 

Ejemplo. Hallar la probabilidad de que debido al oxpo- 
riiiieiiln la eoinpimenle .V de una magnitud aleatoria bidi- 
mcnsional (X, Y), tome un valor X < 2 y en este caso la 
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componente Y tome un valor Y < 3, si se conoto la 
función integral del sistema 


'(*■ ^ = (v aret 5f+7)-(v arct el + 7)' 



Fig 13. 

solución Por definición de la función interral de 
una magnitud aleatoria bidimcnsionnl 

F (x, y) = P(X<x, Y < y). 

Poniendo x — 2, y — 3, obtenemos la probabilidad bus¬ 
cada 

P(X<2, Y<3) = F(2, 3) = (4.arctgf+4) v 

X (4-«*4+i)-(4-i-+í)x 

x (4"X + T) = 4 r T = 4-- 


§ ó. Propiedades de la función integral de una magnitud 
aleatoria bidimcnsionnl 

Propiedad I. Los calores de la función integral satisfacen 
la doble desigualdad 

DEMOSTRACION La propiedad resalla de la defini¬ 
ción do función integral como mía probabilidad: la proba- 





bilidad siempre es un número no negativo, no mayor que la 
unidad. 

Propiedad 2 . F (x, y) es una función no decreciente por 
coila argumento, o sea, 


p (** v) > f (*i. y), a* *i>*i; 

P (X. y,) > F (x. y i), s. U,>y>. 


DBMOSTn ación Vamos a demostrar que P (x, y) 
m mía función no decreciente por el argumento x. El suceso, 
consistente en que la componente X lome un valor menor 
que r, y al misino tiempo la componente Y < y, so puede 
dividir CII dos sucesos mutuamente cxcluyonles: 

1) X loma un valor menor que x, y, en ese caso, Y < y 
con probabilidad /> (.Y <x„ Y < y); 

2) X loma un valor que satisface la desigualdad x, 

< A' < *s y con eso Y < y con probabilidad /' (x, < 

< X < x„ Y < y). 

Según el teorema do la adición tenemos 


P {X < x„ Y < y) — P (X <x t ,Y<y) + 

+ P (x, < X < x,. Y < y). 


De donde 


P (,Y < x., Y < y) - /’ (A < x„ Y < y) - 

= P (*, ^ X < x„ Y < y), 

o biou 

(*,. U) - P <*i. !/) = /’ (X t < X < x„ y < y) 

Puesto que toda probabilidad es un número no negativo, 

entonces 

P (x„ y) — P (*„ S>) > 0, 

o bien 

(x,. y) > p (x,. y), 

lo que se quería demostrar. 

La propiedad se liaco cvidonle, si se interpreta geométrica¬ 
mente la función integral como la probabilidad do que un 
punto aleatorio caiga en un cuadrante infinito do vértice 
(,r, y) (tig. 13). Al crecer x el limito do derecha de esto cua¬ 
drante so muevo hacia la derecha; en este caso, la probabili- 



dad de que el punto aleatorio caiga en el «nuevo» cuadrante, 
evidentemente, no puede disminuir. 

Análogamente se demuestra que F (x, y) os una función 
no decreciente por el argumento y. 

Propiedad 3. Se producen las correlaciones limites 

1) F (- 00 , y) = 0, 

2) F (x, - 00 ) = 0, 

3) F (-oo, - 00 ) = 0, 

4) /''(OO, Oo) c= 1, 

demostración. 1) F (—oo, y) es la probabilidad del 
suceso X < —oo o Y <y\ pero tal suceso es Imposible 
(puesto que el .suceso X < —oo es imposible), por lo lauta, 
la probabilidad de este suceso es igual ¡, coro. 

La propiedad se hace evidente, si se recurro a la inter¬ 
pretación geométrica: cuando x-* —oo el límite dodorcclin 
del cuadrante infinito (fig. 13) so desplaza ilimitadamente 
hacia la izquierda y, en este caso, la probabilidad do que el 
punto aleatorio caiga en el cuadrante tiendo a cero. 

2) El sucoso Y < —oo es imposible, por eso F (x, —oo) = 

3) El suceso X < —oo c Y < —oo es imposible, por 
eso F (—oo, —oo) & 0. 

4) El suceso i < co e P< oo es caerlo, por lo tanto, 
la probabilidad de este suceso es /''(oo, oo) = i. 

La propiedad se hace evidente, si se tiene en cuenta que, 
para i-f oo e}~ eo ti cuadrante infinito (fig. 13) se con¬ 
vierte en todo el plano XOY y, por lo tanto, la caída del 
punto aleatorio (X, Y) en este plano, como resollado del 
experimento, es un suceso cierto. 

Propiedad 4. a) Cuando y = oo la junción integral del 
sistema deviene una /unción integral de la componente X: 

F (x, oo) = F, (x). 

b) Cuando x — oo ia junción integral del sistema deviene 
una junción integral de la componente Y. 

p (o®, y) = F, (y). 

demostración, a) Dado que el suceso )' < oo es 
cierto, tendremos que F (x, oo) defino la probabilidad del 
suceso X < x, es decir, es la función integral de In compo¬ 
nente X 

b) Se demuestra de manera análoga. 
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§ 5. Probabilidad de i[uc un punió aleatorio caiga 
en lina semizonn 

Utilizando la [unción integral del sistema de magnitudes 
aleatorias A' o Y, se llalla fácilmente la probabilidad de que 
mino resultado del e.vpcrinionlo el punto aleatorio caiga 
en la semizonn x, < X < x, c Y < y (fig. 14, fl). o en la 
senil zana .Y < x u y, < Y < y- (fig. 14, 6). 



Fig. 14. 

llestando de la probabilidad de que el punto aleatorio 
caiga en el cuadrante de vértice (x 2 , y) la probabilidad de 
que el punto caiga en cuadrante de vértice (x 2 , y) (fig. 14, a) 
obtenemos 

y (*, < X < x.. Y < y) = P (x 2l y)-P (x„ y)¡ 
Análogamente tenemos 

V (X < x, y,<Y < y,) = F (x, y,) — F (x, y ,).' 

l’or consiguiente, la probabilidad de que el punto alea¬ 
torio caiga en una semizona igual al incremento de la fun¬ 
ción integral según cada uno de los ngriiinenlos. 


$ (i. Probabilidad de que un punto aleatorio caiga 
en un rectángulo 

lÍMimiuemos el rectángulo MICO con los lados paralelos 
a los ejes do coordenadas (fig. 15). Supongamos quo las 
ecuaciones de los lados son: 

X «* x„ ,Y = x„ Y — y, e Y = y t . 
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Hallemos la probabilidad de quo el punió aleatorio 
(X, Y) caiga en este rectángulo. La probabilidad buscada 
se puede hallar, por ejemplo, así: de la probabilidad de 
que el punto aleatorio caiga en la semizona AB de rayado 



Fig 13. 


vertical (esta probabilidad es igual a F (r., y.) — F (*„ y,) 
se resta la probabilidad de quo el punto caiga en la semizona 
CD de rayado horizontal (esta probabilidad es igual a 
F (*,. y,) — F (i„ y,): ‘ 

/*(*,< X < ** y l <Y< y.J = 

= «•) — F(x„ y,)l - 

- I F (*,. y.) - F (x„ y,)l. (*) 
Ejemplo. Hallar la probabilidad de que el punto alea¬ 
torio (X. Y) caiga en el rectángulo, limitado por las rectas 
y«-j-,y = —-.sise conoce la (unción 

integral 

F(x. yj — soiix-sony -j-, 0<ys;4j-) . 

solución. Poniendo x s = -j-, yi “-jr, U = 


= -j- en la fórmula (•), obtenemos: 

p [ J T< x <‘T' T< y <'f‘)"t /? (‘f 1 x) - 

-'(4-*)-'(*• t)J- 


I7li 







[ n . n n ni 

sen—sen-y-sen-g--sen -g-J- 



- v^-y? .„o.o8. 


§ 7. Función diferencial de una magnitud aleatoria 

hidiuiciudonul conlinun 

(densidad de probabilidad bldimcnsional) 

liemos lijado una magnitud aleatoria bldimcnsional 
medíanlo una función integral. La magnitud aleatoria bidi- 
mension.il continua también se puedo fijar utilizando la 
función diferencial do distribución. Aquí y on adelante 
vamos a suponer que la función integral es continua en 


todas parles y tiene en todas partes (con excepción, puede 
ser, de un número finito de curvas) una derivada parcial 
mixta continua de segundo orden. 

Se llama /unción di/erenclal de distribución / (z, y) de la 
magnitud aleatoria bidimensional continua (.Y, Y) la 
derivada parcial mixta segunda de la función integral: 

ez ig 


H*. ff)‘ 


lista función se puede interpretar geométricamente com-j 
una superficie que se denomina supcr/lcie de distribución. 

Ejemplo. Hallar la función diferencial / (z. y) del siste¬ 
ma de magnitudes aleatorias (Y, Y) según la función inte¬ 
gral conocida 

í'(z, !/) = .icnx.sonp(0<x . 


sol.ucio.v. |*or definición do In función diferencial 
de un sistoma de magnitudes aleatorias 

/(x - ^'’VSÍ- 

llallauios la derivada parcial p>rzdc la función integral 
»F 

—— >=cosx-3 np. 


12-ojeo 
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Del resultado obtenido hallamos la derivada parcial 
respecto do y, debido a lo cual obtenemos la función dire* 
rencial buscada 

/(*. J')**5nj-“ eosz,c ® s V (OsSiíS \. 0<y<-jr). 

§ 8. Hallazgo de la función integral de distribución 
por la función diferencial conocida 

Conociendo la función diferencial / (x, y) se puedo bailar 
la función integral F (x, y) por la fórmula 

#■(*.?)= J j /(*. y)dxdy, 

lo que resulta directamente de Ja definición de función 
diferencial. 

Ejemplo. Hallar la función integral de distribución 
de una magnitud aleatoria bidimensional por la función 

diferencial dada f (x, y) = , ;(l+ ■ 

solución - . Utilizamos la fórmula 

?{*•■»)•= \ ] / (-c. y)dzJy. 

Poniendo aquí / (x, y) *- , obtenemos 

líTT?-í Thr)-»- 

-o» 

“■Sí Í^TTít (•“•**+-y*) **•- 

= (iarctgx + {)^- = 

= (4-arclgx + i)(4.arclgp + l). 
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§ 9. Sentido probabilísimo de la función diferencial 
de una magnitud aleatoria bidimcnsional 

La probabilidad da que el pumo aleatorio (X, Y) caiga 
en el rectángulo ABCD (fig. 16) es igual a (§ 6) 

/' (r, < X < x„ y,<Y < y J = 

- (*.. y,) - F (*„ y,)l - 

- I F <*„ y,) - F (*„ y,)]. 
I’nrn ubrovinr designamos el primor miembro do la igual¬ 
dad por I'naco y aplicando al segundo miembro el teorema 



Fig. 16. 


de Lagrange. obtenemos 


donde 

/WD = f»e(l, q)-Ax-Ay, 



z, < l < *, Ar-r.-i,, 


De donde 

Ui < «1 < «x- Ay = y, — y,. 



D-fcg- 

o 

o bien 


(••) 


Tomnndocn consideración quoel producto BzBy es igual 
a la snporficio del rectángulo ABCD. deducimos que: 
/ (l. >|) es la relación de la probabilidad de quo ol punto 
aleatorio caiga on el rectángulo ABCD a la superficie de esto 
rectángulo. 


12* 179 







Pasamos abora on la igualdad (**) al limito pala 
Az -»- O y Ay 0. En tal caso, £-»■*, q -► y y, por lo 
lanío, / (|, n)-i- / (*. y)- L 

De este modo, la función / (i, y) se puede considerar como 
limite de la relación de la probabilidad do que el pimío 
aleatorio caiga en el rectángulo (do lados Ai y Ay) a la super¬ 
ficie de este rectángulo, cuando ambos Indos dol rectángulo 
tienden a cero. 

§ 10. Probabilidad de que un punto aleatorio caiga 
en una región arbitraria 

Escribamos la corrolación (**) dol 5 9 así: 

Hl. q) Ai-Ay = P ABCD - 

Do donde so deduce: ol producto ¡ (|, i|)-AzAy es la pro¬ 
babilidad de que un punto aleatorio caiga on el rectángulo 
de lados Ai y Ay. 

Supongamos que en plano XOY se ha dado una región 
arbitraria D. Designemos el suceso consistente en la inci¬ 
dencia del punto aleatorio en esta n-'gión por: (,Y. Y) cz D. 



Fig. 17. 

Dcücompongnmos la región O en u regiones elementales 
por rectas paralelas al eje OY que so encuentran a la dislan- 
cia Ai una de oirá y recias parólales al ojo OX distanciadas 
entre si en Ay (fig. 17) (para simpleza se supono que ortos 
rectas interscctan el contorno do la región no más que en 
dos puntos). 

Puesto quo los sucesos consistentes en la incidencia del 
punto aleatorio en regiones demoniales, son mutuamente 
oxeluyentes, la probabilidad do infidencia on la región O 
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es aproximadamente (¡la suma de las regiones elementales 
es aproximadamente igual a la región DI) igual a la suma 
de las probabilidades de que el punto caiga en las regiones 
elcmonlnles: 

P«X, ncC)«S Id i. H,)-Aí-Ay. 

Pasando al limite para - ¿i-*0 y Ay 0, obtenemos 
P((,Y. Y)<= D)- j | /-(X. y) dz dy. (•) 

Así ¡Mies, para calcular la probabilidad do que ol punto 
alealorio (X, V) caiga en la región D, es suficienlo hallar 
la ¡iiicgrnl doble do la (unción diferencial en el campo D. 



Fig. 18. 

Geométricamente la igualdad (*) se puede interpretar 
así: la probabilidad de que el punto aleatorio ( X , Y) caiga 
en la región D es igual al volumen del cuerpo, limitado en 
la parlo superior por la superficie Z = / (x, y), siendo su 
base la proyección de esta superficie sobre el plano XOY. 

Neta. I.n expresión sulllntcgral / (r, si) áx dll so llama «loaralo * 
protvi kllldad. Como se delinee do lo anterior, el elemento do probabili¬ 
dad determina la probabilidad de quo un punto aleatorio caiga en un 
rrcl.íiignlo olomontnl de lados dz y dy. 

Ujcmplo. So ba dado la función diferencial do una mag¬ 
nitud aleatoria bidimenciona] 

/ (*■"») = r„. (t + r»)(i4-ii>) ■ 

Hallar la probabilidad de que un punto aleatorio caiga en 
ol rectángulo (fig. 18) de vértices K (1; 1), L (V"3: 1), 
M (1; 0) y N (Y3; 0). 
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solución. La probabilidad buscada os 


(D> 

Xarctexfj^-J,^-J-)x 

I 0 

* mt *i [-¿•■n-f—sr- 

§11. Propiedades de la función diferencial 
de una magnitud aleatoria 0 bidimcnsional 

Propiedad 1. La /unción diferencial no es negativa 

/(*. y)>0. 

demostración.. La probabilidad de que un punto 
aleatorio caiga en un rectángulo de lados Ax y ¿y es un 
número no negativo; el área de este rectángulo es un número 
positivo. Por lo tanto, la relación de estos dos números, y, 
en consecuencia, también sus limites (para Ax ->• 0 y Ají ->- 
0) que es igual o / (i, y) (§ 9). es un número no negativo, 
es decir 

/(*. v)> 0 . 

Cabe hacer notar que la propiedad se deduco direcl.inienlc 
del hecho do que F (x, y) es una función no decreciente de 
sus argumentos (§ 4). 

Propiedad 2. La integral impropia doble de límites 
infinitos de una función diferencial es igual a la unidad: 

J j l(x, y)dzdy*>i. 

[ -«*> -oo 

demostración. Los limites infinitos do integración 
indican que el campo de integración es lodo el plano lOy, 
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puesto quo el suceso consislenle en que un punto aleatorio 
caica llorante el experimento en el plano xOy es cierto, la 
prnhiihilidnd de esta sucoso (que procisamonto se determina 
por la integral impropia doble de la función diferencial) 
es igual a la unidad, es decir, 

f j /(*. y)dxdy~l 


§ 12. Uñilargo de las funciones diferenciales 

ile las componentes do una magnitud aleatoria bidimensional 


Supongamos que se conoce la función diferonciat de 
un sistema do dos magnitudes aleatorias. Tratemos de 
hallar las funciones diferenciales do cada una do las com¬ 
ponentes. 

Al principio hallamos la función diferencial /, [z) de la 
componente X. Designemos por F¡ (i) la función integral 
de la componente X. Por definición de la función diferencial 
do uno magnitud aleatoria unidimensional 


Teniendo en cuenta las correlaciones 

P(i. «)= J | /{*. V)dxdy (§ 8) 

F,(x) = F(x, <x>) (§4), 

hallamos 

F, (*) - j j / [X, y) di dy. 

-M -•» 

Diíerancinndo ambos miembros de osla igualdad respecto 
de r, obloncmos 


j dy, 

o bien 

/.(*)= j /(*. -j)dy. C) 
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Análogamente se halla la función diferencio) de la 
componente Yt 

l,(y)=\u*.y)d*- r) 


De este modo, la función diferencial de una de las compo¬ 
nentes es igual a la integral impropia de límites infinitos de la 
función diferencial del sistema; además, la variable de Inte¬ 
gración corresponde a la otra componente. 

Ejemplo. La magnitud aleatoria bidimensional (.Y, Y) 
está prefijada por la función diferencial 


/(*. If>=( 6 "' 

l to 


f z 2 u 2 

I»™ T + T- <1 - 

.2 „2 

para >1. 


Hallar las funciones diferenciales de las componentes X c Y. 

solución. Hallamos la función diferencial de la 
componente X por la fórmula (*) 






( dy= 




'o-z* . 


Por consiguiente. 


/.«-! para 

t 0 para |x|^3. 


Análogamente, utilizando la fórmula (**), hallamos la 
función diferencial de la componenlo Y: 

¿Y4-y* paro |y|< 2, 

0 para |¡/|>2. 

Recomendamos al lector, para control, cerciorarse per¬ 
sonalmente de que las funciones halladas satisfacen las 
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correlaciones 


j /, (r)di = 1 y f A(y)dy=l. 


§ 13. I.eycs condicionales de distribución de'las componentes 
de un sistema de magnitudes aleatorias discretas 


I lomas establecido que si los sucesos A y B son dependion- 
tas. la probabilidad condicional del suceso B se diferencia 
do sn probabilidad a liso lula En esto caso (cap. 111, § 5, 
nota 2) 


/M") 


P(A/>) 
‘•W ■ 


C) 


También para las magnitudes aleatorias so produce 
una situación análoga. Para caracterizar la dependencia 
entro las componentes do una magnitud aleatoria bidimen- 
sional, introducimos el concepto de distribución condicional. 

Consideremos la magnitud aleatoria bidimensional dis¬ 
creta (.V, V). Supongamos que los valores posibles de las 
componentes sean 


a,, x t , . . z„; y„ y.. y n . 

Admitamos que como resultado déla prueba la magnitud 
Y ha lomado el valor V = y,; en ese coso, X toma uno de 
sus valores posibles .r, o .... o bien z„. Designemos la 
probabilidad condicional do que X toma, por ejemplo, 
el valor a, a condición do quo Y — !/|, por p (z, | y¡)- En 
general, osla probabilidad no será igual a la probabilidad 
absoluta p (r,). 

lili el caso general, las probabilidades condicionales de 
las componentes las designaremos así: 

P i*, I Ui) (í - 1.2.n; / - 1, 2.m). 

Se llama distribución condicional de la componente X 
para Y — y, el conjunto do' probabilidades condicionales 

P (-ri I y i)- P (*j \Vi) . p (*„ I y,). 

relrnlnilas suponiendo que el suceso Y - y¡ (/ tiono ol 
misino valor para linios los valores de X) ye ocurrió. 
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Análogamente se determina la distribución condicional 
de ln componente Y. 

Conociendo la ley do distribución do vina magnitud 
aleatoria bidimensional discreta, se pueden mediante lo 
fórmula (*) calcular las leyes convencionales do distribu¬ 
ción de las componentes. Por ejemplo, la ley condicional 
de distribución de X, suponiendo que el suceso Y = y, ya 
ocurrió, puede ser hollada por la fórmula 

(i-1.2.. 


En el caso general, las leyes condicionales de distribu¬ 
ción do la componente X se determinan por la correlación 




pfo. til 

p(t>/) 


(") 


De manera análoga se hallan las leyes condicionales de 
distribución de ln componente Y: 

P(yj 1 * 0 —<“*> 

Ñola. La suma de las probabilidades de una distribución condi¬ 
cional es igual a la unidad. En eieclo, puesto quo para v¡ fijado lene- 

n 

■nos (! 2) S P <*!• »f> ” P <»/>• cate""» 

Í—l 

i.i i-i 

Análogamente se demuestra quo, paro r, lijado, 

Esta propiedad de las distribuciones condicionales se utiliza para 
verificar los cálculos. 

Ejemplo. Una magnitud aleatoria bidimensional dis¬ 
creta se prefija por la tabla 4. 
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I [aliar la ley condicional de distribución de la compo- 
nonle X a condición de que la componente Y tome el valor 
íi- 


Tabla 4 


X 




Y N. 


X J 

*3 

'Jt 

0.10 

0.30 

0,20 

Vi 

0,06 

0,18 

0,10 


solución. La ley buscada so determina por ol conjun¬ 
to de probabilidades condicionales siguientes: 


/'(•Mi/.). P (*! 1 y,). P (1,1 y,). 

Utilizando la fórmula (*) y tomando en consideración 
que p (¡i,) = 0,60 (pág. 171), tenemos: 


P ( r : I !/i) = 
P(*Z.|»l) = 
P(*J |y.) = 


f(ri- y,) 
P(»¡) 
P( z l- Vi) 
P( Si) 
P(*3. jll) 
P (Si) 


0.10 1 
“ 0,60 - 6 ’ 
_ 0.30 1 

~ o3ó — T 1 

0,20 i 
~ 0.60 ~ 3 ’ 


Sumando las probabilidades condicionales bailadas, nos 
cercioramos de que la suma obtenida es igual a la unidad, 
como dobo ser (de acuerdo con la nota de la pág. 186 ): 


I , 1 . 1 , 

T+T + T" 1 - 


§ Id. Leyes condicionales de distribución de los componentes 
de un sistema de magnitudes aleatorias continuas 

Supongamos quo (X, Y) es una magnitud aleatoria bidi- 
mensional continua. Se llama /unción diferencial condicional 
'f (x 1 p) de la componente X, para un valor dado de Y ** y, 
la relación entre la función diferencial / (x, y) de un sistema 
y la función diforencial /, (y) de la componente Y: 


¥<*l «) 


Mr. ») 

Mí) 


C) 
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Cabe señalar que la [unción condicional tp {i| y) so dis¬ 
tingue de la función diferencial absoluta /, (z) on que 
q>(z|y) da una distribución de X a condición do que la 
componente Y ha tomado un valor Y — y. La función /, (x) 
da una distribución de X independientemente de cuáles 
de los valores posibles ha tomado la componente Y. 

Análogamente se determina la función diferencial condi¬ 
cional de la componente Y para un valor dado (lo X = x: 



Si so conoco la función diferoncial / (.r, y) de un sistema, 
las [unciones diferenciales condicionales de los componen¬ 
tes pueden ser halladas on virtud de (•) y (**) (págs. 183 — 
184), por las fórmulas: 



/(*. *> 

(...) 


S l(z,y)dz 



i 1 (*■ 9) 



S /(*. 'A d'l 



Escribimos las fórmulas (*) y (**) en la forma] 

?/(*. y) = / s (y)-v (*lw). 

/(*. y) =/,(*)•♦(» !*)• 

De donde se deduce que: multiplicando la ley de distribu¬ 
ción de una de las componentes por la lev condicional do 
distribución de la otra componente, hallamos la ley do 
distribución del sistema de magnitudes aleatorias 

Como todo función diferencial, las funciones diferencia¬ 
les condicionales poseen las siguientes propiedades: 

9'(*l!/)>0, J 9(*l»)<k-l: 

es 

♦ (*l*)>0. J 9 (y|z)(f¡/ = 1. 
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Ljcmplo. La magnitud aleatoria bidimensional (X, Y) 
está prefijada por la función diferencial 



pora x* + y 1 <r t , 
para i 2 + p I >r í . 


Hallar las leyes diferenciales condicionales de distribu¬ 
ción de las probabilidades de las componentes. 

solución. Hallamos la función diferencial condicio¬ 
nal do la componenlo X por la fórmula (**•): 


<p(*|y) = 


JÜ' » 


J /(*. „)Jz _1_ 

-“ nr‘ 




.X* 

para |*|</r*—»*. 


Dado que / (z, y) = 0 cuando r 1 + y ! > r 5 , tendremos que 
<|> (j- I y) = 0 poro 

l*l>V' J — II*. 

Utilizando la fórmula (****), análoga ni ente hallamos 
l.i fu.icum diferencial condicional de la componente Y: 

, t/,W, P° ra I 

0 para |p| > /r 1 —i 1 . 


'Mili 0 = 


-{ 


§ 15. Ivspcrnnzn iiiatoinúllcn rundicional 

La distribm-iúii condicional do las probabilidades es 
nn.i cnr.icloifsliru importante de la esperanza innlomálica 
condicional. 

So llama esperanza matemática condicional de una mag- 
nilml aliMlnria disocia Y para A’ = z (ares un valor posible 
determinado de .Y) el producto do los valores posibles do Y 
por sos probabilidades condicionales: 

W 0'|X = *)“ ¿ yiP{yj\z)- (*) 
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l’ara las mngnillides continuas 


M(Y\X = x) = J vt(r|a)4r. 


donde i| (y | x) es la función diferencial condicional de la 
magnitud aleatoria Y cuando X = x. 

Análogamente se determina la esperanza matemática 
condiciono) de la magnitud X. 

Ejemplo. Una magnitud aleatoria bidimensional dis¬ 
creta está dada por la tabla 5. 

Tabla 5 


9Q 


wm 



DBS 

Z,*i 

• 


x,=8 

Si “3 

0,15 

0,00 

0,25 

0,04 

ís = 6 

0.30 

0.10 

0,03 

0.07 


Hallar la esperanza matemática condicional de la com¬ 
ponente Y si X = x¡ = 1. 

solución. Hallamos p (x¡), para filo sumamos las 
probabilidades de la primera columna de la tabla 5. 

p (/,) = 0,t5 + 0,30 = 0/i5. 


Hallamos la distribución condicional de las probabilidades 
de la magnitud Y para X = x, = 1 (§ 13): 


P (tfil-Ti) 


p(* i. ’Ji) 

P(* i) 


0.15 1 , 

Ó.45" T ’ 


p (yz I*,) ---—fi'-p- - = | • 

Hallamos la esperanza matomálica condicional buscada por 
la fórmula (*): 

z 

d/(y|x=a:,)= 2 yiP^i !*') = 

i» i 

1 2 

= Si ■ P x [y, 11|) + !fz-P (!/t I *i) = 3 • 7 + 0 • = 5. 


ISO 











§ 1G. Magnitudes aleatorias dependientes c independientes 

Dos magnitudes aleatorias los liemos denominado inde¬ 
pendientes cuando la ley de distribución do un» de ellos no 
depende de los valores posibles que tome la otra magnitud. 
De esta definición so deduce que los distribuciones condi¬ 
cionales de los magnitudes independientes son iguales a sus 
distribuciones absolutas. 

Deducimos la» coudiriones necesarias y suficientes de 
independencia de las magnitudes aleatorios. 

Teorema. Para que las magnitudes aleatorias X e Y sean 
independientes, es necesario y suficiente que la función Inte¬ 
gral del sistema (,Y. Y) sea igual al producto de las funciones 
Integrales de las componemos: 

/■'(i. y) - F,(x).F,(y). 

iikmosTiiac.ion a) Necesidad Supongamos que X c 
1’ son independientes. En esc caso los sucesos X < x e 
< ;/ son independientes, por lo tanto, la probabilidad de 
simultaneidad de estos sucesos es igual al producto de sus 
probabilidades 

P(X<x, Y < y) = /’ (X < x) V (Y < y), 

o bien 

/■' <*, y) = Fi U) F, (!/)■ 

b) Suficiencia. Supongamos qne F (r, y) — F¡ (x) ■ ( ij). 

De donde 

P(X <x, Y < y) = V (X < x) V {Y < y), 

es decir, la probabilidad de simultaneidad de los sucesos 
X < x e Y < y es igual al producto do las probabilidades 
do estos sucesos, l'or consiguiente, las magnitudes aleatorias 
X o Y son independientes. 

Corolario. Para que las magnitudes aleatorias continuas X 
e Y sean independíenles, es necesario y suficiente que la fun¬ 
ción diferencial del sistema (A', )’) sea igual al produelo de 

las funciones diferenciales de las componentes : 

Hx. y) *=/.<*)•/, (y) 

DEMOSTRACION, a) Necesidad. Supongamos que X c Y 
sean magnitudes aleatorias continuas independientes. En 
tal caso (basándose en el teorema anterior) 

Hx, itl-f.W'M y). 
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Diferenciando esta igualdad por x, y luego por y, londio¬ 
nios 

W OF, dP, 

dx dy dx dy 

o Ilion (por definición de la función diferencial do Ins ning- 
ri i ludes bidiaicnsional y unidimensional) 

I (*. u) = I, (*) 7a (y), 
b) Suficiencia. Supongamos que 

/(*. li) “/,(*)■/, Uf). 

Inlegrando esla igualdad por x y por y, obtenemos 

U X x y 

j j /(*. if)dxdy=. j f,(x)dx | / 2 (y)dy. 

o bien (§ 8 del cap. XIV y § 3 del cap. XI) 
f) = F l (x) F,(y). 

De donde (basándose en el teorema anterior) deducimos 
que X e y son independientes. 

Nota. Puesto que las condiciones expuestas antes son necesarias 
y suficientes, se pueden dar nuevas definiciones de las magnitudes alea¬ 
torias independientes; 

1 ) dos magnitudes aleatorias se llaman independientes, si la fun¬ 
ción integral del sistema do estas magnitudes es igual al producto de 
las funciones integrales de las componentes; 

2) dos magnitudes aleatorias continuas so ilaman independientes 
si la función diferencial del sistema de estas magnitudes es igual al 
producto do las funciones diferenciales de las cnniponenles. 

§ 17. Características numéricas de un sistema 
de dos magnitudes aleatorias. 

Momento do correlación. Coeficiente *dc correlación 

Para describir un sistema de dos magnitudes aleatoria», 
además do las esperamos matemáticas y las dispersiones de 
los componentes, también so utilizan otras características, 
entre las cuales se encuentran el momento do correlación 
y el coeficiente do correlación. 

Se llama momento de correlación (i,, de lns magnitudes 
aleatorias X e Y la esperauza matemática ilol producto do 
las desviaciones de estas magnitudes; 

p,„ =- M l(X - M (X)) (7 - M (y))|. 
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Poro calcular ol móntenlo (le correlación do las magnitu¬ 
des discretas se utiliza lo fórmula 

Ma.-Jj ,f¡ \x l ~M(X)\\y l -M(Y)\p( I „ y,), 
y para los magnitudes continuas 

CO Oí» 

(‘«“í J \z-M (X)\\y-M(Y)\¡(x,y)ixdy. 

El momento de correlación sirve paro caracterizar el 
enlace entre las magnitudes X e Y. Como se demostrará rnás 
adelanto, el momento de correlación es igual a cero, si X 
e Y son independientes; por lo tanto, si el momento de 
correlación es distinto de cero, X e Y son magnitudes alea¬ 
torias dependientes. 

Teorema. El móntenlo de correlación de dos magnitudes 
aleatorias independíenles X e Y es igual a cero. 

DüMOSTn ación Ya que X e Y son magnitudes alea¬ 
torias independientes, sus desviaciones A' — M (X) o Y — 
— M ( Y) también son independientes. Utilizando las pro¬ 
piedades de 1a esperanza matemática (la esperanza matemá¬ 
tica del producto de magnitudes aleatorias independientes 
es igual al producto de las esperanzas matemáticas de los 
factores) y de la desviación (la esperanza matemática do la 
desivación es igual a cero), obtenemos 

Pr„ = M K-V - .1/ (X))-(Y - M 0 ))| = 

= M IX - M (X)l-J/ |V - M (Y)| = 0. 

De la definición de momento de correlación se deduce 
que ésto tiene una dimensión igual al producto de las dimen¬ 
siones de las magnitudes X e V. En otras palabras, la mag¬ 
nitud del momento de correlación depende de las unidades 
de medición de las magnitudes aleatorias. Por este motivo, 
para dos magnitudes idénticas la dimonsión del momento 
do correlación tendrá distintos valores según las unidades 
utilizadas al medir las magnitudes. 

Supongamos, por ejemplo, que A" e Y lian sido medidos 
en centímetros fu,, = 2 era’, si X e Y se miden en milí¬ 
metros, p = 200 mm : . Esta particularidad del momento 
de correlación es una deficiencia de esa característica numé- 


13-03 «o 
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rica, puesto quo la comparación de los momentos de corre¬ 
lación de distintos sistemas de magnitudes aleatorias so 
hace dificultoso- Para evitar este inconvenicntc.se introduce 
una nueva característica numérica, o sen, el coeficiente de 
correlación. 

Se llama coeficiente de correlacián r IV do las magnitudes 
aleatorias A' e Y la relación entre el momento de correla¬ 
ción y el producto de las desviaciones medias cuadráticas 
de estas magnitudes: 



Ya que la dimensión de p„ y es igual al producto de las 
dimensiones do las magnitudes X e Y. a, tiene la dimensión 
do la magnitud A', o„, la dimensión de la magnitud )‘ 
(cap. VIII, § 7), tendremos que r x¡l es una magnitud ndiinen- 
sioual. De este modo, la magnitud del coeficiente de coi re¬ 
lación no depende de la selección de las unidades de medi¬ 
ción de las magnitudes aleatorias. En esto reside la vonlnju 
del coeficiente de correlación respecto del momento de corre¬ 
lación. 

Evidentemente, el coeficiente de correlación de magni¬ 
tudes aleatorias independientes es igual a cero (puesto que 
Px» = 0). 

Noto. Ed muchos problemas do la teoría de las probabilidades con¬ 
viene considerar, en lugar de la magnitud nica loria X, la magnitud 
normada A" quo se determina como relación de la desviación a la des¬ 
viación cuadrática media: 


*—V(X) 

O x 

La magnitud normada tiene una esperanza matemática igual a cero 
y 1« dispersión, igual a U unidad. En efecto, utilizando las propiedades 
de la esperanza matemática y de la dispersión, tendremos: 


M (X ) - Al ( * ffl ) - -L-M | X - U (X)|—- 0- n¡ 
O (X)-P ( <*> ) “jj^P (A’ - «(Y» 1. 


Se comprueba l&cilmente que el coeficiente tío correlación r xv 
os, igual al momento do correlación de las magnitudes iiorniudns 


Af|(.V-éf(X))(y—tf (>-)ll 1f |-. 




o. 
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§ 18. Correlación y ilqximlcncia de magnitudes aleatorias 

Dos magnitudes aloatorias X u Y se llaman correlaciona¬ 
das, si su momento do correlación (o, lo que es igual, ol 
codiciante do correlación) os distinto de cero; Xe/se lla¬ 
man magnitudes no correlacionadas, si su momento de corre¬ 
lación es igual a cero. 

Dos magnitudes correlacionadas también son dependien¬ 
tes. En ofecto, admitiendo lo contrario, debemos deducir 
que n>j, = 0, lo que no puede sor ya que poi la condición 
para las magnitudes correlacionadas p„ ^0. 

La enunciación inversa no siempre rs justa, o sen, si 
dos magnitudes son dependientes, ellas pueden ser tanto 
correlacionadas, como no correlacionadas. En otras palabras, 
el momento de correlación de dos magnitudes dependientes 
puede ser distinto de cero, pero también puede igualarse 
a coro 

Comprobemos con un ejemplo que dos magnitudes depen¬ 
dientes pueden ser no correlacionadas. 

Ejemplo. La magnitud aleatoria bidimensionnl (A', Y) 
está prefijada por la función diferencial 

I j- b* 

/ (•*■•!') = don tro tle la elipse + -¡- — 1. 

/(j, y) - 0 fuera de esta elipse. 

Demostrar que .V e 5' son magnitudes no correlacionadas 
dependientes. 

solución. Uiilir.'nios las funcione* diferenciales de 
X P I' anles calculadas (5 12)- 

/| (*) -- d I '■» - y. /; (y) = ¿ 1 T-ir‘ denlro de la elipso 
dada y /, (c) ~ 0, /- (y) = 0 fuera de ella. 

Puesto que / (i. y) == /, (x) l. (y), Iciulroinos que X 
p Y son magnitudes dependientes (§ ll>). 

I’arn demostrar la no correlación de X e Y es suficiente 
cerciorarse de que p„ = 0. 

Hallamos el momento de correlación por la fórmula 

<§ 17): 

J j \x-M(X)\[y-M (Y)\Hx,y)dxdy 


13* 195 



Darlo que la función diferencial /, (j) es simétrica resper- 
lo al eje ÜY , entonces Al (x) = 0; análogamente Al ()') - ti, 
en virtud de la simetría de / t (y) respecto al eje ÜX. I’or 
lo tanto, 

l‘.»“ j j zy-/(x,y)dxdy. 

Sacando el f.iclor consta rilo / (x, «) fuera de la iulegral, 
oblcnemos 

«a M 

!»», = /(*. y) J y ( j xdx)dy. 

La integral entre paréntesis es igual a cero (la función sub- 
integral es impar, los limites de integración son simétricos 
con respecto ai origen de coordenadas), por lo trullo, II qj = 
w= 0, es decir, las magnitudes aleatorias dependientes X 
e V son no correlacionadas. 

De este modo, de la correlación de dos magnitudes alea¬ 
torias se deduce su dependencia, pero de la dependencia aún 
no se deduce la correlación. De la independencia de dos 
magnitudes se deduce su no correlación, pero de la no corre¬ 
lación no se puede deducir aún la independencia de estas 
magnitudes. 

Sin embargo, cabe hacer notar que de la no correlación 
de "magnitudes distribuidas normalmente se desprende la 
independencia de las mismas. Esta tesis será demostrarla 
en el párrafo siguiente. 


§ 19. Ley normal de distribución en el plano 


Frecuentemente en la práctica so tropieza con magnitu¬ 
des aleatorias bidimensionalcs, distribuirlas normalmente. 

Se llama ley normal de distribución en el plano la distribu¬ 
ción de las probabilidades de una magnitud aleatoria bidí- 
mensional (X, Y), cuando 


/(x ' y)= ^; vr 


x e 


W'-'V 




g-ci If-as j 
Ox ‘ *>v I 


(•) 
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Como vemos, la ley normal en el plano se determina por 
cinco parámetros: o,, o„ o, y r„. Se puede demostrar 
que estos parámetros tienen los siguientes sentidos proba¬ 
bilísimos: 

a,, a, son las esperanzas matemáticas, 
o r , ti, son desviaciones cuadráticas medias, 
r„ es el coeficiente de correlación de las magnitudes 
X e Y. | 

Nos cercioramos de que si las componentes de una mag¬ 
nitud aleatoria bidimensional normalmente distribuida son 
no correlacionadas, entonces también son independientes. 
En efecto, supongamos que X eY son no correlacionadas. En 
ese caso, si en la fórmula (*) admitimos que r,„ = 0, obte¬ 
nemos 


/(*•») 


i 



I , (»-«)> 

- 5 —— +ST- 
. 2 ", 


I 

«,VS 


_ i, 

o 9 y5; 


'-'i =/,(!)•/.(:/). 


De esto modo, si las componentes de una magnitud alea¬ 
toria normalmente distribuida son no correlacionadas, la 
función diferencial del sistema es igual al producto de las 
funciones diferenciales de las componentes, de donde, pre¬ 
cisamente, se deduce la independencia de las componentes 
(§ 16). Es cierta también la tesis inversa (§ 18). 

Asi pues, para las componentes normalmente distribui¬ 
das de una magnitud aleatoria bidimensional los conceptos 
de independencia y de no correlación son equivalentes. 


Problemas 

I. Hallar las leyes de distribución de las componentes de una 
magnitud aleatoria discreta prefijada por la ley de distribución 


'■'V X 


'! 


Y 




yi 

0,12 

0,18 

0,10 

ye 

0,10 

0,11 

0,30 
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Respuesta 


X x x x, x 3 Y y t g. 

p 0,22 0,29 0.49 p 0.40 0,60 

2. Hallar la probabilidad de que la componente Y do una magni¬ 
tud aleatoria bidimensional lome el valor X <-i- y en ere ca«u, In 

componente Y tome el valor Y < y , »l se conoce la (unción integral del 
sistema 

f ('. »)=(4 arcl R 2z +4') • 

Rttputiía P (.Y <i¡. Y <y) = T6 ' 

3. Hallar la probabilidad deque el punto aleatorio (X, Y) caiga en 

el rectángulo, limitado por las rectas x = ^ . s *- y, y y, 

si so conoce la función integral 

F(x. »)=s«nísca i( (o<x<|-, 0<y<¿) . 

R‘<P-esla p(-5-< y<í, -£-<V =0,11. 

4. Hallar la función diferencial de un sistema do dos magnitudes 
aleatorios mediante la función integral 

F (r, y) — (i — i **) (1 - e-*V) (x > 0, y > 0). 

Respuesta f (x, y) = 

&xdg 

5. En el interior del rectángulo limitado por las rectos x = 0, 
rsB X’ * “ V ” •-r • '* función diferencial de un sistema de dos 
magnitudes aleatorias / (x. y) « C *en (x y), fuera «tel rectángulo. 
/ (*. y) * 0. Hallar: a) la magnitud; C. bi la función inlegial del sis¬ 
tema. 

Respuesta a) C«0,5; b) F (x, y)~0,5|senx-f sen y — son(x-fy))x 
x(o<x<i. o <><y) ■ 

6. Un sistema de dos magnitudes aleatorias está distribuido uni¬ 
formemente: en un rectángulo limitado por la? rectas x « 4. r *= 0. 
y — 10, y = 15, la función diferencial conserva un valor constante. 
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y fuera «le este rectángulo ella es igual a cero. Hallar: a) la función 
diferencial, b) la función integral del sistema. 


Respuesta a) / (x, y) = 


{ 


0,1 en el interior del rectángulo, 
0 fuera del rectángulo; 


b) f<*. V) 


(*-4)<y-IO) 
-Í5- 


7. La función diferencial de un sistema de dos magnitudes alca- 

Q 

lonas / (a. ’j) *■ ,4^.^ Hallar; a) U magnitud C, b) la 

función ¡ulceroI del sistema. 

Respuesta a) C» -¡L-; 

n* 

W ó'(x.») = (±arc lg f+i)(i-am 5 |H-j). 

8. Una magnitud aleatoria bidiiiteusiona! se prefija por la función 
diferencial 

n 

Hallar las leyes condiciónalos de distribución do la* componentes 

2 -(*"!.)’ 

Respuesta <r(r|y)= —— « * . 



Parle tercera 


Elementos de estadística matemática 


Capitulo quince 
METODO MUESTRA!. 


§ 1. Objetivo de la estadística matemática 

La determinación de las luyes, a las quo obedecen los 
fenómenos aleatorios de masas, se basa en el estudio do los 
datos estadísticos, o sen, resultados de observaciones. El 
primer objetivo de la estadística matemática os indicar los 
mdtodos de recogida y agrupamiento (si los datos son muellí¬ 
simos) de los datos estadísticos. 

El segundo objetivo de la estadística matemática es la 
elaboración de los métodos de análisis de datos estadísticos, 
en función de los propósitos de la investigación. 

El estudio de unos u otros fenómenos por los métodos 
de la estadística matemática sirve como medio de resolución 
de muchos problemas, presentados por la ciencia y la prác¬ 
tica (la organización correcta del proceso tecnológico, la 
planificación más conveniente, etc.). 

Así, el objetivo de la estadística matemática es la crea¬ 
ción de los métodos de recogida y elaboración de datos estadís¬ 
ticos para obtener conclusiones científicas y prácticas. 


5 2. Breve información histórica 

La estadística matemática surgió (siglo XVII) y so 
formó paralelamente con lo teoría do las probabilidades. El 
desarrollo ulterior de la estadística matemática (segunda 
mitad del siglo XIX y comienzo del siglo XX) so debe, en 
primer término, a P. L. Chcbishev, A. A. Markov, A. M. Lia- 
punov, así como K. Ganss, A. Qiiélclet, E. Gallón, 
K. Poarson, etc. 

Las mayores aportaciones efectuadas a la estadística 
matemática en el siglo XX han sido las de los matemáticos 
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soviéticos (V. I. Romanovsky, E. E. Sluszky, A. N. Kol- 
mogorov, N. V. Smirnov), así como los ingleses (Studont, 
R. Fisher, E. Pearson) y los norteamericanos (J. Neyman, 
A. VVald). 


§ 3. Conjunto general y muestral 

Supónganlos que se quiero estudiar un conjunto (pobla¬ 
ción) de objetos homogéneos respecto a cierto Indice cuali- 
latira o aianlilallio qno caracteriza estos objetos. Por 
ejemplo, si se tiene un loto de piezas, como indico cualitativo 
puede servir el standard de la pieza y como cuantitativo, 
la dimensión controlable de la pieza. 

A veces se realiza una investigación total, es decir, se 
examina coda uno de los objetos del conjunto respecto al 
indico que intereso. En la práctico, sin embargo, la investi- 
gorión tolal se practica con relativa rareza. Por ejemplo, 
si el conjunto contiene un número muy grande de objetos, 
físicamente es imposible realizar un examen total. Si el 
examen do! objeto está vinculado con su destrucción o requie¬ 
re grandes gastos materiales, prácticamente, no tiene sentido 
efectuar tal investigación total. En estos casos se escogen 
fortuitamente del total un número limitado de objetos y se 
someten éstos al estudio. 

Se llama conjunto muestral, o simplemente muestra, 
conjunto de objetos tomados fortuitamente. 

Se llama conjunto ¡teñera! el conjunto de objetos, de los 
cuales se hace maestreo. 

Se llama colunia i del conjunto (muestral o general) el 
número do objotos do ese conjunto. Por ejemplo, si de 
1000 piezas so escogen para el examen 100 piezas, el volu¬ 
men del conjunto general es N = 1000 y el volumen do la 
muestra n — 100. 


Nota. I)c ordinario, el conjunto general contiene un número finito 
de objetos. Sin embarco, si ese número es bastante grande, a veces pora 
simplificar les cálculos o para facilitar las deducciones teóricas, se 
supone que el conjunto concral so compone de una infinidad de objetos, 
lista suposición so justifica, ya que el aumento del volumen del con¬ 
junto genera) (un volumen suficientemente grande), prácticamente no 
se manifiesta en los resultados de la elaboración de los datos de la 
■mtoslrn. 
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§ 4. Muestras repetida y única. Muestra representativa 

Al componer la muestra so puedo proceder de dos formas' 
después que el objeto ba sido escogido y se le ha observado, 
puede ser reintegrado o no al conjunto general (a la tota¬ 
lidad). De acuerdo con lo dicho las muestras so dividen en 
repetidas y únicas. 

La muestra se llama reptllda, cuando el objeto escogido 
(antes de tomar el siguicnto) se reintegra al conjunto general. 

La muestra se llama tínica . cuando el objeto escogido 
no se restituye al conjunto general. 

En la práctica se utiliza generalmente la selección alea¬ 
toria única. 

Para que por los datos de la muestra se pueda juzgar 
con bastante certeza el índice que nos interesa del conjunto 
general, es necesario que el objeto de lo muestra lo repré¬ 
senle correctamente. Éste requisito se formula brevemente 
asi; la muestra debe ser represenlatiia. 

En virtud de la ley de los grandes números so puede afir¬ 
mar que, la muestra será representativa, si se realiza for¬ 
tuitamente: cada objeto de la muestra se escoge al azar del 
conjunto general, cuando todos los objetos tienen igual 
probabilidad de caer en la muestra. 

Si el volumen del conjunto general os suficientemente 
grande, y la muestra constituye solamente una parte ínfima 
de este conjunto, la diferencia entre las muestras repetida 
y única se elimina: en el caso limite, cuando se analiza un 
conjunto general infinito, en tanto que la muestra tiene 
un volumen finito, esa diferencia desaparece. 

§ 5. Métodos de selección 

En la práctica se utilizan distintos métodos deselección 
Estos métodos se pueden dividir, principalmente, en dos 
tipos: 

1. La selección que no requiero el desmembramiento 
del conjunto general, o totalidad, en parles; aqui se distin¬ 
guen: 

a) lo selección única aleatoria simple: 

b) la selección repetida aleatoria simple. 

2. La selección, para la cual el conjunto general (el 
total) se divide en partos; aquí se distinguen: 

a) la selección típica; 
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h) la selección mecánica; 

c) In solccciún en sorio. 

Una solección so llama aleatoria simple, cuando los obje¬ 
tos se extraen uno a la ves del total. La selección simple 
puede realizarse de distintos modos. Por ejemplo, para 
extraer n objetos de un conjunto general de volumen N se 
procede así: so escribon sobre tarjetas números desdo 1 hasta 
A' y so mezclan bien, se extrae una tarjeta al azar; el objeto 
<|iio tiono igual número que la tarjeta extraída so someto 
a oxnmen; a continuación la tarjóla se reintegra al paqueto 
y so repito el proceso, es decir, so mezclan las tarjetas y se 
eximo al azar una do ollas, ole. Asi so procodo n voces; on 
suma so obtiene una muestra repetida aleatoria simple de 
volumen n. 

Si las cartas extraídos no so reintegran al paquete, la 
muestra será única aleatoria simplo. 

Cuando el volumen dol conjunto general es grande, el 
proceso descrito resulta muy dificultoso. Eli eso caso, so 
utilizan tablas do «números aleatorios*, en las cuales los 
números están dispuestos on orden aleatorio. Para seleccio¬ 
nar, por ejemplo, 50 objetos, do un conjunto general nume¬ 
rado, so abre cualquier página de la tabla de números aleato¬ 
rios y se escribe en orden 50 números; en la muestra caen 
aquellos objolos cuyos números coinciden con los 
aleatorios escritos. Si resultase que un número aleatorio de la 
tabla es mayor que el número A', ésto se deja pasar. Al reali¬ 
zar una muestra única de números aleatorios de la tabla, el 
número antes onconlrado también se omite. 

La selección so llama típica cuando los objetos no se toman 
del conjunto general, sino do cada una do su parte «típica*. 
Por ejemplo, si las piezas se producen on varias máquinas, 
la selección no se realiza de todo el conjunto do piezas, ela¬ 
borados en todos las máquinas, sino de la producción de 
cada máquina por separado. La selección típica so utiliza 
cuando el índico que so examina oscila en las distintas par¬ 
tos típicas del conjunto general. Por ejemplo, si la produc¬ 
ción so preparo en varias máquinas, entre las cuales hay más 
o menos desgastadas, aquí es conveniente la selección 
típica. 

La selección so llama mecánica, cuando el conjunto 
general se divide «mecánicamente» en tantos grupos, como 
objetos deben entrar en la muestra y do cada grupo se toma 
un objeto. 
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Por ejemplo, si bay que seleccionar el 20% de piezas 
producidas por una máquina, se toma cada quinta pieza; 
si hay que seleccionar el 5% de piezas, se loma una de cada 
veinte piezas, etc. 

Cabe hacer notar que a veces la selección mecánica puede 
no garantizar una muestra representativa. Por ejemplo, 
si se toma coda vigésimo ejo torneado; además, inmediata¬ 
mente después de la selección se cambia la cuchilla, resul¬ 
tan seleccionados lodos los ejes torneados con cuchillas 
desafiladas. En esc caso hay que evitar la coincidencia del 
ritmo de selección con el ritmo de sustitución de la cuchilla, 
para ello, hay que tomar, digamos, cada décimo ejo de las 
veinte tonteadas. 

La selección se llama en serie, cuando los objetos se selec¬ 
cionan del conjunto general por «series», y no de uno en 
uno; estas series se someten a un examen completo. Por 
ejemplo, si los art ¡culos se producen por un grupo grande de 
máquinas automáticas, se someten a un examen completo 
solamente la producción de algunas máquinas. La selección 
en serie se utiliza cuando el índice a investigar oscila poco 
en distintas seríes. 

, Conviene subrayar que en la práctica, frecuentemente, 
se utiliza la selección combinada, en la que so reúnen los 
métodos antes indicados 

Por ejemplo, a voces se divide el conjunto general en 
series de igual volumen, después por selección aleatoria 
simple se loman varias series y, por último, de cada serie 
por selección aleatoria simple so extraen objetos separados. 

§ 6. Distribución estadística de la muestra 

Supongamos que del conjunto general se ha 'extraído 
una muestra; además, x, se observó a, veces, x¡, n. veces, 
i*, n» veces y5«i« " es el volumen de la muestra. Los 
valores observados de x, se llaman variantes, y la sucesión 
de variantes escritas en orden creciente, serie de variación. 
Los números de observaciones so llaman / recuencias , y su 
relación al volumen de la muestra ~ = frecuencias 
relativas. 

Se llama distribución estadística de la muestra la enume¬ 
ración de variantes y sus correspondientes frecuencias o 
frecuencias relativas. La distribución estadística se puede 
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J.i-ofijiir también rn formo ilc sucesión ilo inlorvnlos y sus 
correspondientes Irccuencias (como frecuencia correspon¬ 
diente al intervalo, se toma la suma de frecuencias que caen 
en ese intervalo). 

Cabe recordal que en la teoría de las probabilidades por 
distribución se entiende la correspondencia entre los valores 
posibles de una magnitud aleatoria y sus probabilidades, 
en tanto quo en la estadística matemática, la correspondencia 
un tro los variantes observadas y sus frecuencias, o frecuen¬ 
cias lelati vas, 

Hjcmplo. Dada la distribución de frecuencias do la 
muestra do voliunun «** 20: 

ii 2 6 12 

n, 3 10 7. 

escribir la disliibución de frecuencias relativas. 

solución. Hallemos las frccuoiicins relativas; para 
ello dividimos las frecuencias por el volumen de la muestra: 

IV, ^± = 0,15, IVí = -^--0,50, IV, = -1. = 0,35. 
Escribimos la distribución de los frecuencias relativas: 

x¡ 2 ti 12 
W, 0,15 0,5 0,35. 

Verificación: 0,15 f- 0,5 -1- 0,35 «= 1. 

§ 7. Función empírica de distribución 

Supongamos que so conoce la distribución estadística 
de frecuencias del carácter cuantitativo de X. Introducimos 
las dosigoacionas: 

n„ el número de olisorvacionos, dnranto las cunlos so obser¬ 
vó un valor del carácter, menor quo x, 
n, el número total do observaciones (volumen de la muestra). 
Es evidente que la frecuoncia relativa dal suceso X < x os 
igual a . Si x varia, en general, variará también la 

frecuoncia relativa, os decir, la frecuoncia relativa ~ es 

/* 

una función de x. Dado quo esta función so halla empírica¬ 
mente (experimentalmente), se llama empírica. 



So llama función empírica de distribución (¡unción do 
distribución ilo la imicslra) a la luncióu F* (a) que deter¬ 
mina para cada valor de .t la Irecuencin relativa del suceso 
X <x. 

De este modo, por definición 

donde «, es el número de las variantes menores que x, 
n es el volumen de la muestra. 

Por consiguiente. para hallar, por ejemplo, F‘ fe.), 
el número de las variantes menores que x„ hay de dividirlo 
por el volumen de la muestra: 

F‘ (**) = —p- - 

A diferencia de la función empírica de distribución de 
la muestra, la función integral A' (x) de distribución del 
conjunto general se llama / unción teórica de distribución. 
La diferencia entre las funciones empírica y teórico está 
en que la función teórica A' (r) determina la probabilidad 
del suceso A' < .r, cu tanto que la función empírico A* (i) 
determina la frecuencia relativa de ese suceso. Del teorema 
de Bemoulli se deduce que la frecuencia relativa del suceso 
A' < x, es decir, F* (i) tiende en probabilidad a la proba¬ 
bilidad A‘(x) de esto suceso, lili otras palabras, los números 
F* (z) y F (r) se diferencian poco entro si. Va de aquí se 
deduce la conveniencia de utilizar la función empírico de 
distribución de la muestra, paro una representación apro¬ 
ximada de la función teórica (integral) de distribución 
del conjunto general. 

Esta deducción se confirma con que F* (x) posee todas 
las propiedades de F ( x). En efecto, de la definición de la 
función F* (a) se desprenden sus siguientes propiedades: 

1) los valores de la función empírica corresponden al 
segmento (0, 11: 

2) F* (x) es una función no decreciente; 

3) si i, es la variante menor, tendremos que F* (x) = 0 
cuando x < x,; 

si x, es la variante mayor, F* (x) ■= I cuando x > x». 

De este modo, la función empírica de distribución de 
una muestra sirve para estimar la función teórica de distri¬ 
bución del conjunto general. 
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Ejemplo. Formar la (unción empírica por la distribu¬ 
ción dada (lo la muestra 

variantes x¡ 2 6 10 

frecuencias n¡ 12 18 30. 

soLt'cioN. Hallamos el volumen de la muostra: 12 4- 

| ls ; :¡0 m CO. 



t’ig. 19. 

J.a val i.inte mínima es igual a 2, por lo lanío, 

F* (r) = 0, cuando .r ^ 2. 

F,1 valor de X < (i y, precisamente, r, = 2 se observó 12 
voces; por lo lanío 

= 0,2 para 2<i^6. 


fW-m- 


El valor de X < 10 y, precisamente, x, = 2 y x, = G 
so observaron 12 + 1S = 30 veces; en consecuencia 




'0,5 para 6<i^l0. 


^ a que j- = 10 es la variante máxima, tenemos que 
P* (i) = 1 cuando x > 10. 

1.a ("lición empíne" buscada es 

0 para x < 2, 

),2 para 2 < x < G, 

para G <i < 10, 

para x > 10. 

La grá(ica do esta (unción está representada en la (ig. 19. 


rnipiiM'ji ini.scnil;i 

í 0 
0,2 

T ; 5 
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§ 8. Polígono c histograma 

Pora claridad se construyen distintas gráficas de la dis¬ 
tribución estadística y, en particular, el polígono y ol 
histograma. 

Se llama polígono de frecuencias la linea quebrada, cuyos 
segmentos están unidos por los puntos (x„ «,). [x 2 , n,), . . . 
. . (**, /i,). Para construir el polígono de frecuencias 

sobre el eje de abscisas se llevan las variantes x¡ y sobre el 



Fi*. al¬ 
eje de ordenadas, sus respectivas frecuencias Los puntos 
(i ( , n,) se unen por segmentos de rectas y se obtiene el polí¬ 
gono de frecuencias. 

Se llama polígono de lrecudidas relaíicas la línea quebra¬ 
da, cuyos segmentos se unen por los puntos (z„ II',), 
(x„, IV'.), . . ., (z,, 1F,I Para construir el polígono de 
frecuencias relativas sobre el eje de ahscisas se llevan las 
variantes x,, y sobre el eje de ordenadas, sus respectivas fre¬ 
cuencias relativas II',. Los puntos (x„ II 7 ,) se unen por 
segmentos de rectas y se obtiene el polígono de frecuencias 
relativas. 

En lo íig. 20 se muestra el polígono de frecuencias rela¬ 
tivas de la distribución siguiente: 

X 1,5 3.5 5.5 7,5 
IP 0,1 0,2 0.4 0,3. 

En el caso de un criterio o carácter continuo convieno 
construir el histograma, para lo cual el intervalo, en el 
que están comprendidos todos los valores observables del 
criterio, se divide en varios intervalos parciales de longitud 
h y para cada intervalo parcial se halla n,. o sea, la suma de 
las frecuencias de las variantes que caen en el f-ésimo inter¬ 
valo. 







Se llamo histograma de frecuencias la figura compuesta de 
rectángulos, cuyas bases son los intervalos parciales de 
longitud h y las alturas, iguales a la relación ~ (densidad 
do frecuencia). 

Para construir el histograma de frecuencias sobre el 
eje de abscisas se llevan los intervalos parciales y sobre ellos 



Flg. 21. 


se trazan segmentos paralelos al eje de abscisas a la distan- 



I£l área del i-ésiuio rectángulo es igual a h■ 

o sen, a la suma de frecuencias de las vanantes del í-ésimo 
intervalo; por lo tanto, el área del histograma de frecuencias 
es igual a la suma de ledas las frecuencias, es decir, al volumen 
de la muestra. 

En la fig. 21 se muestra el histograma de frecuencias de 
distribución del volumen n = 100, dado en la tabla 6. 

Se llama histograma de. frecuencias relalhas la figura en 
escalera (escalonada) compuesta de rectángulos, cuyas bases 
son los intervalos parciales de longitud A, mientras que 
sus alturas son iguales a la relación (densidad de fre¬ 
cuencia relativa). 

Para construir el histograma de frecuencias relativas 
sobre el eje de abscisas se llevan los intervalos parciales y 
sobre ellos se trazan segmentos paralelos al eje de abscisas 
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Tabla C 


Intervalo pardal 
de longitud h - 5 

Sumo de frecuencia' 
de la* variantes do 
Intervalo pardal n¡ 

Dronjilnd d* > 
n. 

frencuencia —— 

A 

5-10 

ó 

0,8 

10-15 

6 

1,2 

15-20 

16 

3.2 

20-25 

3G 

7,2 

25-30 

24 

4,8 

30-35 

10 

2.0 

35—10 

4 

0,8 


W 

a la distancia El área del í-csimo rectángulo os igual a h. 

= IVj, o sea, a la frecuencia relativa de los variantes 
pertenecientes al i-ésimo inlorvalo. l’or lo tanto, el área del 
hislograma de frecuencias relativas es igual a la suma de todas 
¡as frecuencias relativas, es decir, a la unidad. 


Problemas 

1. Construir la gráfica de la función empírica de distri¬ 
bución 

, ir 5 7 10 15 
n, 2 3 8 7. 

2. Construir los polígonos de frecuencias y de frecuencias 
relativas de distribución 

x, 1 3 5 7 9 

n, 10 15 30 33 12. 

3. Construir los histogramas do frecuencias y de fre¬ 
cuencias relativas de distribución (en la primera columna 
se indica el intervalo parcial, en la segunda, la simia do 
frecuencias de las variantes de intervalo parcial): 

2-5 0 

5-8 10 

8—11 25 
11-14 6. 
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Capitulo diez y seis 

ESTIMACIONES ESTADISTICAS DE LOS PARAMETROS 
DE UNA DISTRIBUCION 


§ I. Estimaciones estadísticas de los parámetros de una 
distribución 

Supónganlos que so quiere estudiar oi carácter cuantita¬ 
tivo do un conjunto general. Admitamos quo do las conside¬ 
raciones teóricas so haya logrado establecer, precisamente 
qué distribución tiene el carácter. Naturalmente surge el 
problema de estimar los parámetros que determinan esta 
distribución. I’or ejemplo, si se conoce previamente que el 
carácter estudiado está distribuido normalmente en el conjun¬ 
to general, hay que estimar (hallar aproximadamente) la 
esperanza matemática y la desviación cuadrática media, 
ya que estos dos parámetros determinan completamente la 
distribución normal; si se puede considerar que el carácter 
tiene, por ejemplo, la distribución de Poisson, es necesario 
estimar el parámetro >. que determina esta distribución. 

Generalmente el investigador dispone solamente de los 
datos de la muestra, por ejemplo, los valores del carácter 
cuantitativo x t , x», . . ., x n , obtenidos como resultado 
de n observaciones (aquí y en adelante las observaciones 
se suponen independientes). Mediante estos datos se expresa 
el parámetro a estimar. 

Considerando r„ x„ . . i„ como magnitudes aleato¬ 
rias independientes de X„ X., . . ., A'„, podemos decir 
que bollar la estimación estadística de un parámetro desco¬ 
nocido de una distribución teórica significa hallar la fun¬ 
ción do las magnitudes aleatorias a observar, la que da un 
valor aproximado del parámetro estimado. Por ejemplo, como 
so demostrará más adelanto, para estimar la esperanza mate¬ 
mática de distribución normal se utiliza lo función (media 
aritmética de los valores observados del carácter): 

7 X| + áTa-|-...+Xn 
n 

Así pues, se llama estimación estadística de un pará¬ 
metro desconocido de una distribución normal la función 
de las magnitudes aleatorias observadas. 


1 «* 211 



§ 2. Estimaciones no desviadas, eficaces y valederas 

Para que las estimaciones estadísticas den «buenas» 
aproximaciones de los parámetros estimados, ellas deben 
satisfacer determinados requisitos. A continuación se indi¬ 
can estas exigencias. 

Dado que 0* es la estimación estadística de'un pará¬ 
metro desconocido 0 de una distribución teóricar Admita¬ 
mos que mediante la muestra de volumen n está bailada 
estimación 0 *. Kcpetimos el experimento, es decir, extrae¬ 
mos del conjunto general otra muestra do igual volumen y por 
sus datos obtenemos la estimación 05- Itcilcrando la pruoba 
varias veces, obtenemos los números 0*. 05 , . . ., 0{ 
que, en genoral, serán diferentes entre sí. Por consiguiente, 
la estimación 0* se puede considorar como una magnitud 
aleatoria, mientras que los números 0J, 05, . . ., 0J, como 
sus valores posibles. 

Supongamos que la estimación 0* da un valor aproxi¬ 
mado de 0 con exceso; en tal caso, cada número 8f (i -- 
— 1, 2, . . k), hallado según los datos de las muestras, 

será mayor que el valor real de 0. Evidentemente, en esto 
caso la esperanza matemática (valor medio) do la magnitud 
aleatoria 0* también será mayor que 0, es docir, M (©*) > 
> 0. Está claro que si 0* da una estimación con dofccto, 
tendremos que Al (0*) < 0. 

De este modo, el empleo de la estimación estadística, 
cuya esperanza matemática no es igual al parámetro a esti¬ 
mar, daría lugar a errores sistemáticos (del mismo signo). 
Por este motivo es natural exigir que la esperanza matemá¬ 
tica de la estimación 0* sea igual al parámetro quo so 
estima A pesar de que esto requisito no elimina los errores 
(unos valores de 0’ son mayores y otros son menores que 0), 
sin embargo con igual frecuencia se tropezarán con errores 
do distintos signos. En otras palabras, el cumplimiento de 
Al (0*) = 0 garantiza contra la obtención de errores siste¬ 
máticos. 

La estimación estadística 0* cuya esperanza matemá¬ 
tica es igual al parámetro que se estima 0 para todo volu¬ 
men de la muestra, es decir, 

Af (0*) = 6. 

se llama no desviada. 

La estimación cuya esperanza matemática no es igual 
al parámetro que se estima, se llama desviada. 
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Empero seria erróneo considerar que la estimación no 
desviada siempre da una buena aproximación del pará¬ 
metro queso estima. En efecto, los valores posibles de 9* 
pueden ser fuertemente dispersos en torno a su valor medio, 
es decir, la dispersión D (0*) puede ser considerable. En 
este caso, la estimación hallada por los datos de una muestra, 
por ejemplo, 0?, puede resultar muy alejada del valor medio 
6*, y por lo tanto, lambión del propio parámetro estimado 0; 
tomando 0Í como valor aproximado de 0. cometeríamos 
un gran error. Si se necesita que la dispersión O* sea peque¬ 
ña, se excluye 1a posibilidad de cometer un gran error. 
Por esta causa la estimación estadística debo satisfacer el 
requisito de eficacia. 

La estimación estadística se llama eficaz cuando tiene 
la dispersión mínima posible (para un volumen dado de la 
muestra n). 

Al considerar muestras de gran volumen (|n es grandel) 
la estimación estadística debo satisfacer el requisito do 
validez. 

La estimación estadística se llama valedera cuando 
tiende respecto a la probabilidad al parámetro que se estima 
para n->- oo. Por ejemplo, si la dispersión de la estimación 
no desviada tiende a cero para rt —*-oo, esta estimación 
resulta precisamente valedera. 


§ 3. Medía general 

Supongamos que se estudia el carácter cuantitativo X 
de un conjunto general discreto. 

Se llama media general z, la media aritmética de los 
valores del carácter del conjunto general. 

Si todos los valores z¡, z„ . . ., i v del carácter del 
conjunto general de volumen N son distintos, tendremos que 

r *i+*5+...+*ív 

-57-• 

Si los valores del carácter x„ x„ . . x» tienen respec¬ 
tivamente las frecuencias iV„ . . ., N h \ además, 

", + N t + . . . 4 rV» = N, 

r * í f/ i + *,N,+ ... + x,N h 

*• -57-• 
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es decir, la media general es la media ponderada de los 
valores del carácter con pesos iguales a las correspondientes 
Frecuencias. 

Ñola. Supongamos (pie un conjunto general do volumen N 
contiene objetos con distintos valores del carácter X iguales 
®*i. *n • • •. i». Consideremos quo do este conjunto extrae¬ 
mos al azar un objeto. La probabilidad de que se extraerá 
el objeto con valor del carácter, por ejemplo, r„ evidente¬ 
mente, es igual a . Con igual probabilidad podrá oxtraer¬ 
se cualquier otro objeto. Por consiguióme, la magnitud del 
carácter X se puede considerar como una magnitud aleato¬ 
ria, cuyos valores posibles . z s tienen idénticas 

probabilidades, iguales a Hallemos la esperanza mate¬ 
mática M (X): 

M (X) “ -Jf + • ■ - + *.v-¡j-“ 

*! + *«+ —+■*!» T 

- Ñ - ** 

De este modo, si el carácter investigado X del conjunto 
general se considera como una magnitud aleatoria, la espe- 
rnnzn nmtein.ílicn del carácter es igual a la media gencrnl 
de este carácter: 

.1/ (X) = 7.. 

Esta deducción la obtuvimos considerando que todos los 
objetos del conjunto general tienen distintos valores del 
carácter. Igual resultado se obtendrá si suponemos que el 
conjunto general contiene varios objetos con idéntico valor 
del carácter. 

Generalizando el resultado obtenido del conjunto gene¬ 
ral con distribución continua del carácter X determinamos 
la media general y, en este caso, como esperanza matemática 
del carácter: 

7, = Al (X). 


§ 4. Media mucstral 

Supongamos que para estudiar el carácter cuantitativo 
X de un conjunto general se ha extraído la muestra de volu¬ 
men «. 
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El valor medio aritmético del carácter del conjunto mues- 
tral se llamo media maestral x m . 

Si lodos los valores x„ x,, .... x„ del carácter de la 
muestra do volumen n son distintos, tendremos que 


r *!+*»+•-•+*« 

X m --- 


Si los valores del carácter x„ x t , . . q tienen respec¬ 
tivamente las frecuencias n„ n-, . . n K : además, 


n i + n s + - • • + n » = "■ 
- _ n,T,+■ --tntJi, 
m ~ a * 


o bien 



es decir, lo media muestra! es la media ponderada de los 
valores del carácter de pesos iguales respectivamente a las 
frecuencias. 

A 1 oía. La media iiiuoslr.il hallada por los dalos de una 
muestra es, evidentemente, un número determinado. Si se 
extraen del mismo conjunto general otras muestras de 
igual volumen, la media muestral (o valor medio muestral) 
variará de una muestra a otra. Por consiguiente, In media 
muestral puede considerarse como una magnitud aleatoria, 
y, por lo tanto, se puede hablar do distribuciones (teárica 
y empírica) de la media muestral y do las características 
numéricas de esta distribución (llamada muestra)), en par¬ 
ticular, de la esperanza matemática'y la dispersión do 
distribución muestral. 

Cabe hacer notar que en los razonamientos teóricos los 
valores muéstrales x„ x„ . . ., x„ del carácter X, obteni¬ 
dos gracias a observaciones independientes, también se 
consideran como magnitudes aleatorias x I( z-, . ., ,x n 
que tienen igual distribución y, por lo tanto, las mismas 
características numéricas que tienen X. 
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§ 5. Estimación de la media general según la media muestral. 
Estabilidad de las medias muéstrales 

Supongamos que de un conjunto general (como resultado 
de observaciones independientes sobre el carácter cuanti¬ 
tativo X) se ha extraído una segunda muestra de volumen n 
con valores del carácter x„ x„ . . z„. Sin reducir la 

generalización de los razonamientos, consideraremos eslos 
valores del carácter distintos. Sea que desconocemos la 
media general x, y queremos estimarla por los datos de la 
muestra. Como estimación de la media general tomamos la 
media muestral 

Verifiquemos que x ra es la estimación no desviada, es 
decir, demostremos que la esperanza matemática do osta 
estimación es igual a x R . Vamos a considerar z ra como una 

magnitud aleatoria y x„ x,.x„, como magnitudes 

aleatorias independientes igualmente distribuidas de 
X„ X —.X„. Puesto que estas magnitudes son igual¬ 

mente distribuidas, ellas tienen idénticas características 
numéricas, en particular, igual esperanza matemática que 
designamos por o. Ya que la esperanza matemática de la 
media aritmética de los magnitudes aleatorias idéntica¬ 
mente distribuidas es igual a la esperanza matemática do 
cada una de las magnitudes (cap. VIH, § 9), tendremos que 

M (X B ) = M [ * l+x » .. +--±& ] = a. (•) 

Teniendo en cuenta que cada una de las magnitudes 

X,, X,.X„ tiene la misma distribución que el conjunto 

general (que también lo consideramos como uno magnitud 
aleatoria), deducimos que las características numéricas do 
estas magnitudes y el conjunto general son iguales En parti¬ 
cular, la esperanza matemática n do cada una dn las magni¬ 
tudes es igual a la esperanza mntomálica del carácter X del 
conjunto general, es decir, 

M(X)-x,-a. 

Sustituyendo en la fórmula (*) la esperanza matemática a 
por x R , finalmente obtenemos 

M(X m ) = z e . 
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Con lo que queda demostrado que la media mucstral es la 
estimación no desviada de la media general. 

Se demuestra fácilmente que la media muestral también 
es la estimación valedera de la media general. En efecto, 
supongamos que las magnitudes aleatorias X Jt X„ . . ., X» 
tienen dispersiones limitadas; con derecho aplicamos a 
estas magnitudes el teorema do Chebisliev (caso particular), 
en virtud del cual al aumentar n la media aritmética de las 
magnitudes a examinar, es decir, X B tiende respecto de 
probabilidad a la esperanza matemática a de cada una_de las 
magnitudes o, lo que es igual, a la media general z t (ya 
que z, o). 

De este modo, al aumentar el volumen de la muestra n 
la media muestral tiende respecto de probabilidad a la 
media general, lo que significa precisamente que la media 
muestral es la estimación valedera do la media general. 

De lo dicho se deduce que si de varias muestras de volu¬ 
men suficientemente grande de un mismo conjunto general 
se hallan las medias muéstrales, ellas serán aproximadamente 
iguales entre sí. En esto radica la propiedad de estabilidad 
de las medias muéstrales. 

Notemos que si las dispersiones dedos conjuntos son idén¬ 
ticas, la proximidad de los medias muéstrales a las generales 
no dependo de la relación entre el volumen de la muestra 
y el volumen del conjunto general. Ella depende del volu¬ 
men de la muestra; cuanto mayor es el volumen de la muestra, 
tanto menos la media muestral se diferencia de la general. 
Por ejemplo, si de un conjunto se ha escogido el f% de 
objetos y de otro, el 4% de objetos, asimismo el volumen de 
la primera muestra resultó mayor que el de la segundo, ten¬ 
dremos que la primera media muestral se diferenciará menos 
do la correspondiente media general que la segunda. 

Mola. Hemos supuesto que una muestra es repetida. Empero las 
conclusiones obtenidos son aplicables también para la muestra única 
si su volumen es bostantn menor que el volumen del conjunto genoral. 
Hala tesis m- iillltao freruentcmcnlo en la práctica. 

§ 6. Medias de grupo y general 

Admitamos que lodos los valores del cnráctor cuanti¬ 
tativo X del conjunto, indiferentemente general o mucstral, 
están descompuestos en varios grupos. Examinando cada 
grupo como un conjunto independiente, podemos bailar 
su media aritmética. 
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La media aritmética de los valores del carácter, corres¬ 
pondientes al grupo, so llama media de grupo. 

Ahora conviene introducir un término especial para la 
media do todo el conjunto. 

La media aritmética de los valores del carácter, perte¬ 
necientes a todo el conjunto, se llama media general z. 

Conociendo las medias do grupo y los volúmenes de los 
grupos puede hallarse la media general: la inedia general es 
igual a la media aritmética de las medias de grupo, ponderada 
respecto de los volúmenes de los grupos. 

Omitimos la demostración y damos un ejemplo ilustra¬ 
tivo. 

Ejemplo. Hallar la media general del conjunto com¬ 
puesto de los dos grupos siguientes: 

Grupo primero segundo 

Valor del carácter 16 15 

Frecuencia 10 15 20 30 

Volumen 10 + 15 = 25 20 + 30 + 50- 


solución. Hallamos las medias de grupo: 


- 10-1+15-í 

x, =-— 


= / <; 


- 20-1+30-5 

-50 


= 3,-1. 


Hallamos la media general según las medias de grupo 


25-4 + 50-3,4 , c 
= 25 + 50 =J ' h - 


Hoto. Para simplicar el cálculo Je la media general de un conjunto 
de gran volumen convieoc descomponer ésto en varios grupos y hallar 
las medías do grupo y por ellas la media general. 


§ 7. Desviación de la media general y su propiedad 

Examinemos el conjunto de los valores, indifcrenlemen- 
te, general o muestral, del carácter cuantitativo X de volu¬ 
men n: 

valor del carácter x t ... z» 
frecuencia ni n¡ ... n*; 

a 

además n, = n. 

1*1 
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lili adelante la suma 2 1® sustituiremos por 2* 
Hallamos la inedia general 



Uo aquí 

2 mu — ni. (•) 

Galio hacer notar.que, siendo x una magnitud constante, 

2 mi = x 2 m " ni. (••) 

La diferencia x, — x entre el valor del carácter y la 
media general se llama desviación. 

Teorema. La suma de los producios de las desviaciones 
por los correspondientes frecuencias es igual a cero 

2 n, (x, - x) = 0. 

iuimostuacion. Teniendo en cuenta (*)y(**) obtenemos 

2 «i (xi — x) = 2 n,i.- — 2 n,x = nx—nx = 0. 

lijcinpln. Dada la distribución del carácter cuantita¬ 
tivo X: 

x¡ 1 2 3 

n, 10 4 6 . 

Comprobar que la suma do los productos de las desviaciones 
por las correspondientes frecuencias es igual a cero. 
solución. Hallamos la media general 

; 10.1+4 2 + 0.3 4 o 

X “-2Ü-'‘' 8 - 

lia llamos la suma de los productos de las desviaciones 
por las rnrrespondientes frecuencias: 

2»|( X |- Í ) ■ 10-(1 — 1,8)+ 4-(2 —1,8) + 

+ 6 • (3 — i ,8) = 8 — 8 = 0. 
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§ 8. Dispersión general 

Para determinar la dispersión de los valores del carácter 
cuantitativo X de un conjunto general alrededor de su valor 
medio, se introduce una característica general, o sea, la 
dispersión general. 

La media aritmética de los cuadrados de las desviaciones 
de los valores del_caráctcr del conjunto general respecto 
de su valor medio x, se llama dispersión general D t . 

Si todos los valores x,, x ? , . . ., x v del carácter del 
conjunto general de volumen A son distintos, 

D.-1=í-b - 


Si los valores del carácter x„ x s , .... a» tienen respec¬ 
tivamente las frecuencias rV„ A’„ . . /V»; además, X¡ + 

+ IV, + . . . + /V, = A', tendremos que 


¿ tef¬ 


es decir, la dispersión general es la media ponderada de los 
cuadrados de las desviaciones con pesos iguales a las corres¬ 
pondientes frecuencias. 

Ejemplo. Un conjunto general está dado por la tabla 
de distribución 

x, 2 4 5 6 
Afi 8 9 10 3. 

Hallar la dispersión general. 

solución. Hallamos la media general (§ 3): 




8 2+9-4+10-5+3-6 120 , 

-8+9 + 10+3-3Ó = 4 ' 


A continuación hallamos la dispersión general: 


„ 8(2-4)*+9<4-4)*+10(5-4)*+3(0-4)» 54 

-30- = 3Ó- 


1 , 8 . 


Además de la dispersión, para expresar la dispersión 
de los valores del carácter de un conjunto general alrededor 
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(lo su valor inodio se utilizo una característica gonerla, es 
decir, la desviación cuadrática media. 

La raíz cuadrada de la dispersión general se llama des¬ 
viación cuadrática, media general (estándar): 

a, = Vo;. 


§ 9. Dispersión muestral 

l’nrn definir la dispresión de los valores observados 
del caráctor cuantitativo de una muestra alrededor do su 
valor medio x m se introduce la característica general deno¬ 
minada dispersión muestral. 

1.a media aritmética de los cuadrados do las desviacio¬ 
nes de los valores observados del carácter respecto de su 
valor medio r n se llama dispersión muestral D m . 

Si lodos los valores *„ x,. . del carácter de la 

muestra de volumen n son distintos, tendremos que 



Si los valores del carácter x,, x¡, . . x k tienen respecti¬ 
vamente las frecuencias n„ n t , . . n»; además, n, + 

+ n t + . .. + n* = n, entonces 


V n,(z|_r„)r 



es decir, la dispersión muestra! es la media ponderada do los 
cuadrados de las desviaciones con pesos iguales a lus corres¬ 
pondientes frecuencias. 

Ejemplo. Dado un conjunto muestral por la tabla de 
d islriibiición 

x, 1 2 3 4 

n, 20 15 10 5, 

bailar la dispersión muestral. 

solución. Hallamos la media muestral (§ 4): 
r 201+15.2+10-3+54 100 „ 

Im " 20+15+10 + 5 50 - í ' 
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Hollamos la dispersión niueslral: 

„ Z0(!-2)5+15(2-2)=+l#(3-2)S+5(4~2) ! 50 , 

ü m =--"55 *• 

Además de la dispersión, para expesar la dispersión de 
los valores del carácter del conjunto muestral alrededor 
de su valor medio se utiliza una característica general, es 
decir, la desviación cuadrática media. 

Lo raíz cuadrada de la dispersión muestral se llama 
desviación cuadrática media muestral (estándar): 

On •* V"5Z. 

§ 10. Fórmula para el cálculo de la dispersión 

151 cálculo de la dispersión, ya sea muestral o general, 
puede simplificarse, utilizando el siguiente teorema. 

Too rema. / a dispersión es igual a la media de los cuadrados 
de los calores del carácter menos el cuadrado de la media general 

demostración- El cumplimiento del teorema resulta 

de las transformaciones 

n n 

De este modo 

0-?-|íl 5 , 

donde 

~_2_ÜÜ‘ ^ ">’! 

n ' n 

Ejemplo. Hallar la dispersión dado lo distribución 

i, 12 3 4 

n, 20 15 10 5 
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SOLUCION. Ilnllumos l;i media general: 

- 2n i nr,-2+io e.+ r,.< tno _ 

20+15+10 + 5 “ 5¡r =¿ 

Hallamos la media de los cuadrados de los valores del carác¬ 
ter: 

3 20-í 2 +15'2 2 + 10'3 2 + 5*4 2 ,. 

^-5Ó-= 5 - 

La dispersión buscada es 

n - x 2 — (x| 2 = 5 —2’-= 1. 


§11. Dispersiones de grupo, dentro de grupo, entre grupos 
y general 

Supongamos <)iic todos los valores del carácter cuantita¬ 
tivo A' del conjunto, sen general o inuestral, están divididos 
en k grupos. Examinando cada grupo como un conjunto 
independiente se puede liallnr la media de grupo (§ 6) 
y la disporsión do los valores del carácter, correspondientes 
al grupo, respecto a la media de grupo. 

Se llama dispersión de grupo la dispersión de los valores 
de) carácter, pertenecientes al grupo, respecto de la media 
de grupo: 


D lgni = 


"l 


donde ir, es la frecuencia del valor x,\ 

/, el número dol gnipo: 

x¡, la inedia de grupo del grupo /; 

A', = 21 "i. el volumen dol grujió j 

Ejemplo I. Hallar las dispersiones do grupo do un 
conjunto compucslo do los dos grupos siguientes: 

Primer grupo Segundo grupo 


xi m 
2 1 

4 7 

5 2 


A 1 ! = «i =-10 


xi m 

3 2 

8 3 




223 



solución. Hallamos los meilias de grupo: 


- 2-3+3-8 . 

z, = —£-6. 


Hallamos las dispersiones do grupo buscadas: 


jj |>ro _ ]>>i(s,-r,)» I<2—4)» + 7(4 —4>» + 2<5 —4)^ 

n 2(3—6)*+3(8—$)* 


Conocida la dispersión de cada grupo, so puede hollar 
su media aritmética. 

La media aritmética de las dispersiones de grupo, ponde¬ 
rada respecto de los volúmenes de grupos se llama disper¬ 
sión dentro de grupo: 


'-'den. gni = 


5*V>J*r. 


* 


donde A 7 ; es el volumen del grupo ¡\ 

n = 2 X, es el volumen de lodo el conjunto. 
i -1 

Ejemplo 2. Hallar la dispersión dentro de grupo por 
los dalos del ejemplo I. 

solución. La dispersión dentro de grupo buscada 
es igual a 

,, -Vifiignid-A’iOígro 10-0,6+5-6 12 

L'd.o.cn.- r> " 15 - 5 • 


Conocidas las medias de grupo y ln media general es 
posible hallar la dispersión de las medias de grupo con 
respecto a la media general. 

La dispersión do las medias de grupo con respecto a la 
media general se llama dispersión entre grupos. 


Dtnl. ero 


n 
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donde ~X) es la inedia do grupo del grupo ¡; 

N, es el volumen del grupo /; 
i es la inedia general; 

k 

11 = ^ /V; es el volumen de lodo el conjunto. 

Ejemplo 3. Hallar la dispersión entre grupos por los 
datos del ejemplo t. 

soLUCios. Hallamos la media general 

- V".*l 1-2 + 7 < + ; S + 2.3 + Ü.8 II 

ir •> • 

Utilizando las magnitudes antes calculadas a-, — ó, 
x t = 0, liallnmos la dispersión entre grupos buscada 
„ A'iÜ.-xjZ+A'.ú,-!)» 




».\ continuación conviene introducir mi término especial 
phra la dispersión de todo el conjunto. 

La dispersión de los valores del carácter ilc todo el con¬ 
junto respecto de la media general se llama dispersión general: 

„ V n, (i, —x)* 


donde n, es la frecuencia del valor z,: 
x es la media general; 
n es el volumen de lodo el conjunto. 

Ejemplo 4. Hallar la dispersión general por los dalos 
del ejemplo 1. 

solución. Hallamos la disporsión genera) buscada, 
toniendo en cuenta ijuc la media general es igual a -j- . 

D„, = - }5 + 

(«-T)* H8 

+-Is = «5 • 


I5—03C0 


•Vola. La dispersión general lia liada es igual a la suma do las dis¬ 
persiones dentro de grupo y enlre grupos: 


n 148 • 


e'u+ ®tol. cru 
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En el párrafo siguiente se ilcinosinirá que osla ley se cumple poro cunl- 
qnier conjunto. 


§ 12. Suma de dispersiones 

Teorema. Si un conjunto está compuesto de caria* grupas, 
tu dispersión general es igua! a la suma de las dispersiones de 
dentro de grupo ly de enlre grupos: 

Dgeii — Dota.era *f ^rut-gru* 

demostbaciom. Pura simplificar la demostración supo¬ 
nemos que todo el conjunto do valores del carácter cuanti¬ 
tativo X está dividido en los dos grupos siguientes: 


Grupo 


primero segundo 


Valor del carácter 
Frecuencia 
Volumen del grupo 
Media de grupo 
Dispersión do grupo 
Volumen do todo ol conjunto 


■Ti 

rni ¡n z 

A'i = m t + "i. 


-ti 



x, x 2 
n i «- 

A'j - «i + »2 

X; 

^2gru 


lin adelanto para comodidad escribiremos cii lugar «le la 
filma V solamente el signo S- l’«r rjciM|»lo, - X/i/, — 

luí # i-l 

** fllj T W j = ¿\ |. 

También conviene tomar en consideración (filo si una 
magnitud constante está afectada por el signo de suma, ósl» 
conviene sacarla fuera de la suma, l’oi ejemplo, 
Vm, (7, — 7) ! = (i, — I) 1 y.m, = fr, — 7)‘ A ,. 

Ilnllnmos In dispcisión general; 


''ttd — Z 
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Transformamos el primer samando del numerador, restando 
y sumando *|! 

¿i m¡ (xi — jf J m, |(r, — *,) + (x, —x)|* = 

=. ü m, (xi -i,)*H 2 (I,-a) V m, (a, -5.) + ^ m, (i, -x)\ 


Puesto que 

m, = (x, —x,) J = 


(la igualdad se deduce de la correlación />, sra 


"S 

-ÁT— 


y en virtud de 5 7, 

>) 111,(1, — x,) = 0 . 


el primer fumando toma lo forma 

V m, (.r, -x,)* = ,V,D,- rJ + .A’, (7, - í) J . (..) 

Análogamente se ptioJc representar el segmido sumando 
del numerador de (') (restando y samando r.y. 

i) m (a-, —xf = A'íO- en , +■ -V, (x. - xf. (...) 
Poniendo (**) y (***) en (*): 

.. v |f , lsrü+- v 5°«rii -Viü,— x)*+.V.(x. -i\- 

Ü S™ “- ñ - 1 ñ 

“ Alen. gru + Anl. gre- 

De esto modo, 

D c m = Alen .gru 4* Aut-gru* 

Pn el párrafo precedente se dio un ojemplo que iluslra 
el teorema demostrado. 

.Vola. El teorema tiene no sólo valor teórico, .sino también un 
importante valor práctico. Por cjomplo, si gracias a los observaciones 
se lian obtenido varios grupos de valores del carácter, paro calcular la 
dispersión general re pnedo dolar de unir los grupos un un conjunto. 
Per otro lado, si el conjunto tiene gran volumen, conviene dividirlo 
en varios grupos. En uno u otro coso el cálculo directo de la dispersión 
general so reemplaza por el cálculo de las dispersiones de los gropos, lo 
que facilita los cálculos. 
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§ 13. Estimación «le la dispersión general 
por la dispersión mucstral corregida 

Supongamos que de un conjunto general como resultado 
de n observaciones independientes en el carácter cuantita¬ 
tivo X' se ha extraído una muestra ropetida de volumen n: 

valor del carácter x, x¡ ... x,, 
frecuencia n, n 2 ... «*; 

además. ni + «j+. ..-f n» = n. 

l’or la muestra dada hay que estimar (hallar apioximndn- 
ini'iilo) la dispersión genera) incógnita O c . Si como estima¬ 
ción de la dispersión general so toma la dispersión muoslral, 
esta estimación dará Tugar a errores sistemáticos, ofreciendo 

un valor reducido do la dispersión general Esto se debe n 
que, como se puede demostrar, la dispersión mucslni! os 
una estimación desplazada do la D c \ en otras palabras, la 
esperanza matemática do la dispersión inucstral no os igual 
a la dispersión general que se estima, sino es igual a 

Afioj-íflzv 

Es fácil «corregir» la dispersión mucstral de manera que 
su esperanza matemática sea igual a la dispersión general. 
Para ello es suficiente multiplicar D m por la fracción 
7 _ , 1 • Con esto obtenemos la dispersión corregida que do 
ordinario se designapor s 2 : 

* _ » 

2 “t <*I - ; ml* 2 ta-'ml* 

-z— * n_ ü_ '=1 _ t-l 

i ;--• 

La dispersión corregida es, evidentemente, la cslinmrión 
no desviada do la dispersión general. Rn oléelo. 

M \^D m ) |Z>„, -jij .i=l O, - 


De osle modo, como estimación de la dispersión goncrnl 
se admite la dispersión corregida 

2 *ml* 
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Parn estimar la desviación cuadrática media de un 
conjunto general se utiliza la desviación cuadrática inedia 
«corregida» que es igual a la raíz cuadrada de la dispersión 
corregida: 


s 



~¡ --— 

S "■ <*l-*ni> Z 

l-l 


n—1 


Subrayemos que s no es Ja estimación no desviada; para 
o.xpresar esto hecho liemos escrito y escribiremos en adelante 
asi: desviación cuadrática media ocorregida». 

Noto. Comparando l*s fórmulas 

-S- >■ * - —i - 

vemos que ollas se diferenciaa sólo por los denominadores. Evidente¬ 
mente. para valores suficientemente grandes n del volumen de la mues¬ 
tra, las dispersiones ruueslral y corregida se diferencian poco. Eu lo 
práctica se utiliza la dispersión corregida, si nproximadnnientc -i <30. 


§ Id. Exactitud de estimación, probabilidad fiducial 
(fiabilidad). Intervalo confidencial 

La estimación se llama puntual cuando ésta se delerminn 
por un número. Todas las estimaciones estudiadas antes son 
puntuales. Para una muestra de pequeño volumen la esti¬ 
mación puntual puede diferenciarse bastante del parámetro 
que se estima, es decir, da lugar a errores groseros. Por esa 
causa, para un volumen pequeño de la muestra hay que 
utilizar las estimaciones do intervalo. 

La estimación determinada por dos números, es decir, los 
extremos de un intervalo, se llama de intervalo. Las estima¬ 
ciones do intervalo permiten establecer la precisión y la 
fiabilidad de las estimaciones (el sentido do estos conceptos 
so nclnm más adelante). 

Supongamos que la característica estadística 0* hallada 
por los datos de la muestra sirve de estimación del pará¬ 
metro desconocido 6. Vamos a considerar 0 como un númoro 
constante (0 puede ser también una magnitud aleatoria). 
Está claro que 0* determina con tanta mayor precisión 
el parámetro 6, cuanto menor es la magnitud absoluta de la 
diferencia | 0 — 0* |. En otras palabras, si ó > 0 y 
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I 0 — 0* I < ó, cnanto menor os 6, tanto más exncln os la 
estimación. Por consiguiente, el número positivo fi cni.ic- 
lerizn la precisión de la estimación. 

Sin embargo, los métodos estadísticos no permiten afir¬ 
mar categóricamente que la estimación 0* satisface la desi¬ 
gualdad | 0 — 0* | < ó; sólo es posible baldar de la proba¬ 
bilidad y. eon la cual se cumple esta desigualdad. 

La probabilidad y con la que se cumplo la desigualdad 
|0 — 0*|<8, so llama liabilidnd (/raluiUlidad jnlinlal I 
de la estimación 0 según 0*. Generalmente la fiabilidad de 
estimación so da previamente; además, como y se loma un 
número próximo a la unidad. Con más frecuencia so prefija 
la fiabilidad igual a 0,0.': 0,00 y O.OO'.I. 

Supongamos que la probabilidad de que | tí — tí* I < ó 
sea igual a y: 

/* 11 tí — 0* | < ftl y. 

Sustituyendo la desigualdad | 0 — 0 * | < ó por la doblo 
desigualdad equivalente — ó < 0 — tí® < Ó, O l'icil 

e* - ó < © < e* 6, 

tendremos 

P !©* — 6 < © < ©* -? M y. 

lista correlación se interpreta así: !.« prubatiilídail «lo que 
el intervalo (0* —6, 0* -f 6) incluye en sí (recubre) eJ 
parámetro incógnita 0, es igual a y. 

El intervalo (0* — ó, 0* -f 6) que ice ubre el paráme¬ 
tro desconocido con la fiabilidad y prefijada se llama inter¬ 
valo de confianza o confidencial 

.Xota. Fl ¡nlcrvolo <0* — 6, O* -|- ó) Iipih «•viremos ah-alnno» 
(llamados limito* de conli.ui/.i a coiifideucrales) t*n efeetn. en «t*'l •••- 
la- muestras se obtienen distintos valores de 0 Poi lo finito, do imu 
liilie-lrn a otra variarán también I n*, cvtrows Intervalo rouloliii- 
«•al. i*- decir. los liiuil»** ronfi4ntr«jb"« •'tu pni|iuuiienle niattuiludi - 
alea lorian, o ¡*ca, fuut iones do r ( , a,. . . 

que la magnitud aleatoria es el ínlrivnl» •••ufiilenri.il \ no el 
parámetro a estimar 0. sería más correcto hablar «obro la probabilidad 
•le «|ue el mlcivalo de confiaiua recubra 0 \ im «atine la |iiuh.diilid.id 
de I|iir 0 raiga cii el intervalo «le eonfiattui. 

El inélodo de los intervalos de con Ti mira o roufnlt tiunl 
lia sido claboi.ido por el estadístico noitcamericniio V. Ney- 
inan. partiendo de Ins ideas del estadístico inglés 15. Pisltor. 
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§ 15. Intervalos de confianza para estimar la esperanza 
matemática <lc distribución normal cuando se conoce o 

Supongamos que el carácter cuantitativo X do un conjun¬ 
to general está distribuido normalmente: además, se conoto 
la desviación cuadrática media o de esta distribución. So 
necesita estimar la esperanza matemática desconocida o 
por la media muestra! x. Tratemos de bailar los intervalos 
confidenciales que recubren el parámetro o con fiabilidad y- 
Consideremos la media maestral x como una magnitud 
aleatoria X (x varia de una muestra a otra) y los valores 
muéstrales del carácter x,. x„ . . ., x„, como magnitudes 
aleatorias independientes igualmente distribuidas X„ 

X, ..Y„ (estos números también varían de una muestra 

a otra). En otras palabras, la esperanza matemática de cada 
una de oslas magnitudes es igual o a y la desviación cuadrá¬ 
tica media es a. 

Admitiremos sin demostración que si la magnitud alea¬ 
toria X está distribuida normalmente, la media muestuil X 
hallada por observaciones independientes también está 
distribuida normalmente- Los parámetro; de la distribu¬ 
ción de .Y son 'igiiienles (cap. VIH. § 01- 

l/(X)=«. o(Y)=^. 

Necesitamos que so cumpla la correlación 

/><|.T-a|<ó) = y. 

donde y es la fiabilidad prefijada 

Utilizando la fórmula (cap. XII, 5 0) 

/>(l.Y- a |<ó)-2®(4), 


sustituyendo X por X y o por o (X) = , 

yn 

P (| í — a|< ó) = 2® ( —) =2®(t). 


ouiencmos 


donde I ■■ 


ó Vñ 
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Hallando de la última igualdad 6 —( 
escribir 



podemos 


A parí ir do quo la probabilidad /' está prefijada y es 
igual a y, Finalmente tendremos (para obtener una Fórmula 
de Ualiajo, la media mueslral la designamos nitcvaincnlc 
por r). 


1.a correlación obtenida nos dice que: con la Fiabilidad y 
se puede afirmar que el intervalo conFidencial — 

1 + 1 recubre el parámetro incógnita a; la exactitud 

de estimación ó— 

y» 

De este modo, el problema planteado antes está complo¬ 
ts mente resuelto. 


Cabe agregar que el número I se determina do la igualdad 
2<I> (/) = y, o bien <t> (í) = y i por la tabla do la función 
do Laplace (suplemento 2) se halla el argumento t, al que 
corresponde un valor de la Función de I.aplacc igual a i. 


.Vola. I. La «limación |I — a | < se llama clásica, lie la 

j ’ 

Fórmula ó = !•-—=- que determina la exactitud de ta estiiiiariúntlásieu 

Vñ 

-e pueden liacer las ileduecion« siguientes* 

1| al aumentar el volumen de la muestra n el iiAmeni ó decrete j, 
pm lo tanto, so eleva la exactitud de la estimación: 

2) el incremento de ia fiabilidad de la estimación y *- 2d' f/) 
da luear al aumento de I (® (i) es uno (unción creciente) y. por consl- 

r lente, también at aumento do ó; en otras palabras, el incremento tle 
fiabilidad do estimación clásica conduce a la ilisminución do su oxac.- 
tilurl. 


Ejemplo- I.n magnitud aleatoria X ticno distribución 
normal con desviación cuadrática media conocida o = 3. 
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Hallar los ¡Hiérvalos confidenciales para estimar la espe¬ 
ranza llinloináliea incógnita a según la inedia maestral X, 
si el volumen do la muestra « = 3fi y la fiabilidad de estima¬ 
ción es y = 0,95. 

solución- Hallamos I. De la correlación 20 (!) = 
- 0,95 olilonomos <!' (/) = 0/75. Por la talila (suplemen¬ 
to 2) hallamos 

I -■ 1 .%. 

Hallamos la exactitud de estimación: 


ó 


(•u t.on-3 

V3ó 


0.98. 


Ixis intervalos confidenciales son: 


(t— 0,98; i-|-0,98). 

Por ejemplo, si x = 4,1, el intervalo confidencial tiene los 
siguientes limites de confianza: 

■r—0,98 = 4,1—0,98 = 3,12; 

1 + 0,98 = 4,1 + 0.98 = 5,08. 

Por consecuencia, los valores dol parámetro incógnito 
a, que concuerdan con los dalos de la muestre, satisfacen 
Ja desigualdad 

3,12 < a < 5,08. 

Cabe hacer notar quo sería ei roneo escribir 
I' (3,12 < a < 5,08) = 0,95 

En efecto, dado que a es una magnitud constante, o bien se 
encuentra en el intervalo hallado (en tal caso el suceso 

3,12 < n < 5,08 es cierto y su probabilidad es igual a la 
unidad), o bien no se encuentra en ól (en ese caso el suceso 

3,12 < n < 0,08 es imposible y su probabilidad es igual a 
cero) Un otras palabras, la probabilidad fiducial no hay que 
vincularla con el parámetro que se estima; ella está ligada 
solamente con los limites del intervalo confidencial, los 
que, romo se iiidiró, varían de una muestra a olrn. 

Arlaremos el significado do la fiabilidad prefijada. La 
fiabilidad y = 0,95 indica que si so ha realizado un número 



suficientemente grande de muestras, el 95% de ellas deter¬ 
mina tales intervalos confidenciales, en los cuales el pará¬ 
metro está realmente contenido; sólo en el 5% do los casos 
puede salir de los limites del intervalo de confianza. 

Noto 2. Si liav que estimar la esperanza matemática y se conocen 
previamente la exactitud ó y la fiabilidad v. el volumon mínimo do la 
muestro que garantiza esta exactitud se halla por lo fórmula 


n 


■J5- 


| resollado do la igualdad ó» I 


§ 16. Intervalos de confianza para estimar ln esperanza 
matemática de distribución normal para o incógnita 

Supongamos que el carácter cuantitativo X de un conjun¬ 
to general está distribuido normalmente; además, la des¬ 
viación cuadrática media o es incógnita. Hay quo estimar 
la esperanza matemática desconocida a mediante los inter¬ 
valos de confianza. Desde luego, es imposible utilizar los 
resultados del párrafo anterior, en el que o se supone cono¬ 
cida. 

Resulta que por los datos de la muestra se puede formar 
la magnitud aleatoria (sus valores posibles los designaremos 
por f), 

V? 

que tiene la distribución t de Sludenl con k “ n — I grados 
do libertad (víase la explicación al final del párrafo); aquí 
X es la media muestral. S es ln desviación cuadrática media 
«corregida», « es el volumen de la muestra. 

Ln función diferencial de la distribución t de Studrnt 


dondo B, 


S(<.n) = B„p + 

r (i) 
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Como podemos apreciar la dislribución t de Sludcnt se 
delerinin» por el parámetro n, o sea, el volumen do la mues¬ 
tra (o lo i|ite es igual, por ol número de erados «le libertad 
h — n — I) y no dependo de los parámetros incógnitos a 
y n; esta particularidad es su gran mérito). Puesto que 
S (l, n ) es una función par de /, la probabilidad de quo se 

cumpla la desigualdad I-?-1 < y so determina asi 


(cnp. XI, 5 2, ñola): 


■QwhW' 


.9 (/, n) ill =. y. 


StisliIuyriiiln la desigualdad entro paréntesis por la doble 
desigiiulilad equivalente, obtenemos 

(* ” ,y < " < * + ly Tí ) = T ' 

De este modo, mediante la distribución l de Sludcnt 


liemos bailada el intervalo confidencial x—l y —~ , 
- . Vñ 

•C I /y rr= que recubre el parámetro incógnito acón la fiabili- 
V " 


dad y. Aquí las magnitudes aleatorias X y S están reemplasa- 
das por las magnitudes no aleatorias x y s halladas por la 
muestra. Por la tabla (suplemento 3), por a y y dados se 
puede bailar 


Pjcinplo. 1¡1 carácter cuantitativo X de un conjunto 
general está distribuido normalmente. Por la muestra de 


volumen n = Ifi se bailó la media maestral t = 20,2 y ln 
desviación cuadrática media «corregida» s -- 0,8. Estimar 
la esperanza matemática desconocida mediante el intervalo 
rmiliilioiri.il con la fiabilidad 0,95». 

SOI.UC.ION. Hallamos lliliznmlo la labia (suple¬ 
mento 3) por y = 0,95 y«* 16, obtendremos f v = 2,13. 

Encontramos los limites confidcncinles: 


^ = 2°. 2 - 2 «l^-lV74. 

* +1 V -yx = 20,2 + 2,13 = 20,626. 
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Así pues, con la fiabilidad 0,95 el parámetro incógnita a 
está contenido en el intervalo de confianza 111,774 < a < 
< 20,626. 

ilota. De los correlaciones limites 

*"* ! 

se deduce que al crecer ilimitadamente el volumen de la muestra n 
la distribución t de Sludent tierule a la normal. I'nr eso. cuando * > 30 
se puedo militar la distribución normal en lunar do la distribución 
s do Sludent. 

Sin embargo, es importante señalar que para pequeñas 
muestras (n < 30), en especial para pequeños valores de n, 
el reemplazo do la distribución por la normal da lugar a erro¬ 
res groseros, precisamente, a na estrechamiento injustifi¬ 
cado del intervalo confidencial, os decir, al aumento de la 
exactitud de estimación. Por ejemplo, si ;¡ = 5 y y = 0.99, 
utilizando la distribución l de Sludent bailamos /, = 4,6, 
en tanto que utilizando la función de Laplacc hallamos t., = 
= 2,5S. o sea que el intervalo confidencia) en el último 
caso resulta más estrecho que el hallado por la distribución 
t de Sludent 

El hecho do que la distribución t de Sludent da resultados 
no del todo determinados para una muestra pequeña (inter¬ 
valo confidencial amplio), en general no significa qno el 
método í de Sludent sea inseguro: esto se debe a que una 
pequeña muestra, naturalmente, contiene poca información 
sobre el carácter que nos interesa. 

Explicación. Antes se dijo que (cap. XII, 5 14) si Z 
es una magnitud normal cuando M (Z) = 0, o (Z) = I, 
y V es una magnitud independiente do Z distribuida por la 
ley do y- con k grados de libertnil, la magnitud 

(•) 


está distribuida por la ley t de Studcnt con k grados do 
libertad. 

Supongamos que el carácter cuantitativo X de un conjun¬ 
to general está distribuido normalmente, siendo M (X) = a. 
o (X) a. Si de este conjunto so extrao uno muestra de 
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volumen n y por ella se hallan las mctlias muéstralos, se 

puede ..mirar ipie la media imirslral está distribuida 

noriiialmciilc; asimismo (cap. VIH. 5 ü) 

«(*.)- a. 

K*i 1*1 cuso, la magnitud aleatoria 



iV» 


también llene dislrilmciún normal, como una función lineal 
de argumento normal X a (cap. XII, § 10, nota); al mismo 
tiempo M ('/■) — 0, o (7.) ^ I. 

Se lia dcinostiado i|iic la magnitud aleatoria 



independiente do Z (V a es la dispersión muestra! corregida) 
está distribuida por la ley de x 5 con k = n — I grados do 
libertad. 

I’or lo tanto, poniendo (**) y (***) en (*) obtenemos la 
magnitud 

r <x-—i V¡< 

s • 

ipio está distribuida por la loy t de Sluiloiil con k -» n — 1 
grados de libertad. 


§ 17. list ¡marión del valor real de la magnitud a medir 

Supongamos «pus se realizan n mediciones independientes 
de igual precisión do cierta magnitud física, cuyo valor 
real a no se conoce. l.os resultados do las mediciones indi¬ 
viduales los consideraremos como magnitudes aleatorias 

A,, X, .V„. listas magnitudes son independientes 

(mediciones independientes), tienen la misma cspornnza 
matemática n (valor ronl de la magnitud que so mide), 
¡dóulirns dispeisioaes o* (mediciones do igual procisión) y 
están distribuidas normal monto (osla suposición es confir- 
inadii poi la e\|ieiieiicin). Por consiguioute, todas las 
blpólosis liecbns ul deducir los intervalos conlidcncialcs 
on los dos párrafos precodonles so cumplon y, por lo tanto, 
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leñemos rozón de utilizar Jas fórmulas obtenidas on ellas. 
Un olros palabras, el valor real de la magnitud a medir so 
puede estimar por la media aritmética de los resultados do 
las mediciones individuales mediante los intervalos de con¬ 
fianza. Ya que generalmente a es una incógnita hay que 
utilizar las fórmulas del § 16. 

Ejemplo, l’or los datos de nuevo mediciones indepen¬ 
dientes do igual precisión de una magnitud física se ha 
hallado la media aritmética de los resultados de las medicio¬ 
nes individuales i =• 02,319 y la desviación cuadrática 
media «corregida» s = 5,0. Hay que estimar el valor real 
de la magnitud quo se mido con fiabilidad y “ 0.95. 

solución. El valor real de la magnitud que se mide 
es igual a su esperanza matemática, l’or lo tanto el problema 
se reduce a estimar la esperanza matemática (para o incó¬ 
gnita) mediante el intervalo confidencial 

que recubre a con la fiabilidad prefijada y = 0,95. 

Utilizando la tabla (suplemento 3) por y = 0.95 y n = 
= 9, hallamos t-, -- 2.31. 

Hallamos la e>actitud de estimación: 

V^-^l 4-3.85. 

Hallamos los límites de confianza: 

x - /, =- <2,319 — 3,S5 = 3S.409; 

x + 1, -^r - '*2.319 -r 3.85=46,169. 

De este modo, con fiabilidad do 0.95 el valor real de la 
magnitud que se mide está dentro del intervalo de confianza 
38,469 < a < 46,169. 


§ 18. Intervalos ilc confianza para estimar la desviación 
cuadrática media o de una distribución normal 

Supongamos que el carácter cuantitativo X do un conjunto 
general está distribuido normalmente. Se necesita cstimnr 
la desviación cuadrática media general desconocida a por la 
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desviación cuadrática media mucslral «corregida» s. Trate¬ 
mos do bailar los nilcrvnlos coofideiicinlcs i|ne reciitiren el 
parámetro o con la fiabilidad dada y. 

Necesitamos que so cumple la correlación 

l'(l *-»!<«)-Y. 

o bien 

/• (j - ó < o < s + ó) - y. 

I'ura poder utilizar la labia transformamos la doblo 
(Icjiigunldml 

* — 6<o<*-f 6 
en la desigualdad equivalente 

Puniendo -j- q, obtenemos 

*(l -í)< 0 <r(l + q). (*) 

Quería Imitar r/. Para ello introducimos en ol examen la 
maguilud aleatoria »ji»; 



donde n es el volumen de la muestra. 

Como se indicó l§ 10, explicación, correlación (***)! la 
magnitud S - 11 está distribuida por la ley de x ! . 
por esto su raí/, cuadrada so designa por x 

l.a función diferencial de la distribución x tiene la for¬ 
ma (véase explicación al final dol párrafo) 


II (X- «)= 



2 



(”) 


Cuino vemos, esta distribución no depende riel parámetro 
que se estima o, sino depende solamente del volumen do ln 
muestra n. 

Traiistoniremos la desigualdad (•) de tal merlo que tome 
ln forma 


Xi <X<Xv 
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La probabilidad cío que osla desigualdad (cap. XI, 5 2) 
sea igual a la probabilidad prefijada y, es decir 

(«(x. »)<**“?• 

XI 

Suponiaiido quo ?< I, la desigualdad (’) la escribimos 
así: 

1 ^ l - I_ 

A'd+e) < « < «(I—9) ' 


Mull iplican do lodos miembros de la desigualdad pnr 
S ii — 1 , obtenemos 


o bien 



5 V¡T^T 

o 



y^j 

i+í 


< X < 


i-t 


La probabilidad de que osla desigualdad y, por lo laido, 
también la desigualdad (') equivalente a ella so cumpla, es 
igual a 

' j «</•») <*X = Y- 

De osla ecuación so puede hallar i¡ por n y y prefijados. I’rác- 
licameolo, para hallar 7 se utiliza la tabla (suplomonio '>)■ 
Calculando por la muestra s y hallando por la tabla 7 
obtenemos el intervalo confidencial buscado (*) quo recubre 
o con la probabilidad dada y. es decir, el intervalo 


*(l — 7 ) < o < s (I + ?). 

Ejemplo I. El carácter cuantitativo X de un conjunto 
general está distribuido normalmente. Por la muestra de 
volumen 11 = 25 so halla la desviación cuadrática media 
«corregida» s .= 0,8. Hallar el intervalo de confianza quo 
recubre la desviación cuadrática media general o con la 

fiabilidad 0,95. 
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soixuon. Por l.i labia (suplemento 4) según los 
dalos Y = 0,9.'» y n = 25 Imllnmos q — 0,32. 
b'l intervalo do confianza buscado (*) os: 

0,8 (I - 0.32) < o < 0.8 (l t- 0.32), 

o bien 

0,544 < o < 1,050. 

,Vi>M. Antes se supuso que q < I. Si q > I. I.» desigualdad (•) 
Inula la forma (icnírtulu oh rúenla que n > u> 


n < o < > (I + o). 


o bien (después de transfuniiaciuncs .uiúlug.is ni caso q < I) 


~iTT 


</.<■»• 


l'or l*i Iaillo. I«*5 v.ilori'S ile 7 > 1 |imih1ph *»r linlKulos «lo l.i ecuación 


\ «</. ") JX-Y 

l’rátiicatnciitc para hallar los valores .le q > I correspondientes 
a distintos n y y prefijados, se utiliza la labia (suplemento A). 

Ejemplo 2. El enráeler cuantitativo .V do un conjunto 
general está distribuido normalmente. Por la muestra de 
volumen n — 10 se bailó la desviación cuadrática media 
«corregida» s => 0,16. Hallar el intervalo confidencial <1110 
recubre la desviación cuadrática media general o con la 
fiabilidad 0.999. 

solución. Por la labia (siiiupleuiciilo 4) según los 
Y = 0,999 y n — 10 dados hallamos q = 1,80 (17 ;> I). 
El intervalo de confianza buscado es: 

0 < o <0,10(1 + 1,80) 

o bion 

0 < o < 0,448. 

Explicación. Demostramos que la función diferencial de 
distribución y, ticno la forma (•*). 

Si In magnitud aleatoria X está distribuida por 1a ley de 
X* con fc = n — 1 grados de libertad, su función diferen¬ 


te —osko 
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cinl es (cap. XII. § 13) 



o bien, después ilo sustituir k — n — I, 


m 


■-i * 


lUilitaraa* In fórmula (cap. XII. § 10) 


S(v) -»/U'fe)M'f (»)|. 

p.ira 1iftlV.tr l.i «lisIriliiirmN H«* l.i rumión / - ( \ ) 

*X > O). Do aquí l.i función tuvcr*.i 




y 

Pueslo que 


' “ + fe) = X* 

*' fe) = 2 X . 


7. >■ O, tendremos que | fe) | — 2 X . 
I’or lo tanto, 

«-3 X’ 

>(x)-/l»Kx)l |» , (x)| —ffi 2 ■ *' * 2x- 


!T '1 t) 


Cumpliendo transformaciones elementales y sustituyendo 
E fe) por li fe, «), finalmente obtenemos 


«fe. «)- 



§ 19. Kstimnciún de la exactitud de mediciones 

Un la teoría do los cirores la prociMÓn do las mediciones 
(precisión del instrumento) se admito en caracterizar median¬ 
te la desviación cuadrática media a do los errores aleatorios 
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do las mediciones. Para estimar o so utiliza la desviación 
cuadrática media .corregida» s. , , , , 

l'ucsto une, generalmente, los resultados do las medicio¬ 
nes son mutua mentó independientes, tienen igual esperanza 
matemática (valor real do la magnitud que se mide) o idén¬ 
tica dispersión (en el caso de mediciones do igual precisión), 
la teoría expuesta en el párrafo nntorior es aplicable para lo 
estimación de las mediciones. 

Kjcinplu. Por 15 mediciones de igual precisión se bailó 
la desviación ruadr.ilica inedia «corregida» ' * 0,12. Hallar 
la exactitud de las mediciones ron la fiabilidad 0,00. 

soi.iciox l.a exactitud de las mediciones se carac¬ 
teriza por la desviación cuadrática media o de los errores 
aleatorios, por lo cual el problema so reduce a bailar el 
intervalo do ronfi.mzn (*) (§ Ib) quo recubro o con la fiabi¬ 
lidad 0,00 dada. 

Por la tabla (suplcinoiilo 41 según y = 0,00 y n ~ 15 
bailamos i/ =- 0.73. CI intervalo confidencial buscado es: 

0.12 (I — 0,73) < o < 0,12 (1 + 0,73), 

o bien 

0,03 <«<0,21. 


§ 20. Otras características de la serie do variación 

Además de l.i media muestra! y la dispersión maestral 
se utilizan también otras características de la serie de varia¬ 
ción. Citamos las más importantes de ellas 

La variante que tiene frecuencia máxima se llama 
nimia (,l/„). Por ejemplo, para la serio 

xarianlc 14 7 0 

frecuencia 5 I 20 G 
la moda es igual a 7. 

La variante quo divide la serio de variación en dos par¬ 
les, iguales en número de variantes, so liorna mediana m. Si 
el número tle variantes es impar, es decir n — 21: + I, tendre¬ 
mos que ni, — x ,cuando es par « = 2* la mediana es 
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Por ejemplo, para la serio 

2 3 5 6 7 

la mediana es igual a 5; para la serie 
2 3 5 6 7 9 

la mediana os igual a = 5,5. 

La diferencia entro las variaciones lint sima y niiniiuu 
se llama amplitud de variación II: 

II — -Teii» — ■'mi,,. 

Por ejemplo, para la serie 

1 3 4 5 0 <0 

la amplitud es igual a 10 — 1 = 9. 

I.a amplitud es una característica elemental do disper¬ 
sión de la serio de variación. 

La media aritmética de las desviaciones absolutas so 
llama desviación absoluta media 0 : 

¡mi 

0 - —' 

Por ejemplo, para la serie 

, x, \ 3 6 10 

n, 4 10 5 1 

leñemos 

«•1 + 10-3+5 0 + 1-16 so 
4+10+i+t *• 

e /,.||-«i + )0-|3-4| + S-|6-«| + 1 |IB-4| 

?0 ’ 

La desviación absoluta media sirve para la característica 
do dispersión do la serio de variación. 

La relación entre la desviación cuadrática media maestral 
y la media ni uest ral, ex presada cu tantos por ciento, se llama 
roe/mente de variación I : 


= ¿ 2 .- 100 %. 

’m 


2Vi 


V 



El coeficiente de variación sirvo para comparar las magni¬ 
tudes do las dispersiones do dos series de variación: aquella 
de las series cayo coeficiente de variación es mayor, tiene 
mayor dispersión. 


Kola Antes '0 supuso quo 1« serie de variación oslé formada por 
Aaln,',le la muestra por eso todas las característicos dcscriptas so 
llaman owlitraU.. si la serie de variación está formado par ios datos do 
un conjunto general, las características se llaman C rarro/«. 


Problemas 

1. Hollar Ias medias de grupo de un conjunto compuesto de dos 
grupos: 

primer grupo z 4 0.1 0.4 0.6 

«, 3 2 5; 

segundo grupo x¡ 0,1 0,3 0.4 

n, 10 4 G 

Respuesta x, = 0,4i; x 2 = 0.?3. 

2. Hallar la inedia general según los dalos del primer problema por 
dos métodos: a) uniendo Ambos grupos en un conjunto; bl utilizando 
las medias de grupo halladas en el primer problema. 

Respuesta x = 0.29. 

3. Dada la distribución de un conjunto estadístico 

z, l 4 5 

n, G II 3. 

vcrilicar que la suma de los productos de las desviaciones por las co¬ 
rrespondientes frecuencias es igual a cero. 

4. Dada la distribución de un conjunto estadístico 

zj 4 7 10 15 

«I 10 15 20 5, 

hallar la dispersión del conjunto' a) partiendo de I.» definición de dis¬ 
persión; b) utilizando la fórmula D •» z* — (x| ! 

Respuesta D 9.84. 

5. Hallar las dispersiones dentro de grupo, entre grnpos y gen oral 
de un conjunto compuesto d« tres grupos: 

{ primer grupo x, 1 2 8 

ni 30 15 5; 
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segundo grupo 


x, 1 6 

n, 10 15; 

| tercer grupo i, ;t 8 

l m 20 5. 

ífespuaia D ótlt . sru - 4.6; D cnl Qni ~ 1; />^ 

G. Hallar las dispersiones dentro de grupo, cnlro grupos y general 
de nn conjunto compuesto do dos grupos* 

primer gni|»o x¡ 2 7 

ni G 4; 
segundo grupo s¡ 2 7 
n, 2 6. 

IUn,.»r*t u n, Um , rru - 5; I; /V,- U 

7. Hallar las dispersiones mueslial y mrirgidn di- una serie de 
variación compuesta por los dalos do las niueMrns 

variante I 2 5 S ü 

frecuencia 3 4 0 4 .1. 

ntt/nictia Om —S.4; >2 = 8,81. 

En los problemas S y 9 se dan la desviación cna.lr.itica medí.., I.i 
inedia ni nos leal y el volumen de la muestra .leí carácter «livliil.i.ul.. 
imriualniculo. Hallar lus intervalos de confion/a pora «•'•timar I» i-s|k- 
lann matemática incógnita con la fiabilidad dada. 

8. o = 2, x m ■» 5,40. * « 10, y = 0.95. 

Itespnesln 4.16 < a < 6.G4. 

9. o =* 3, * m « 20.12. n - 25. ? - 0.99 

Respuesta 18,57 < e < 21,07. 

10. Hallar el volumon miniinu de la muestra, pora el cual con la 
fiabilidad 0.95 la exactitud de estimación do la esperou/a HMlriM.il ir » 
del carácter distribuido norma limudu wgiiii la media nmrslial mmó 
igual a 0.2. si la desviación cuadrática media es igual a 2. 

Observación. Víalo lo nota 2. § 15. 

IIesputan n «■ 3$5. 

En los problemas II y 12 «o dan h desviación ruadráliro media 
•corregida*. lo medio maestral y el volumen de una |«ei|iirfM muestra 
il«d carácter distribuido noimaliiirnte Hall ir mediante la disli ilmnón 
«le Sludenl los intervalos confidenciales jora estimar la cspei.wu 
matemática incógnita con la íinbilidad da«ía 
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u. J = 1,5, = 1G.8, a = 12. Y - 0,93, 

Respuesta 15,83 < a < 17,75. 

12. í = 2,4. x m = 14,2, « = 9. V - 0,99. 

Respuesta 11,512 <« < 15,888. 

13. Por los dalos do 16 mediciones do Igual precisión Independíen¬ 
los de una magnitud lísica ostán hallados ¡m — 23,161 y r * 0,400. 
So necesita estimar el valor real a de la magnitud que se mido y la pre¬ 
cisión de las mediciones o con la fiabilidad 0,95. 

Respuesta 22.918 < a < 23,374; 0,224 < o < 0,576. 


Capitulo diez y siete 

METODOS I>E CALCO 1.0 DE LAS CARACTERISTICAS 
GENERALES DE UNA MUESTRA 


§ I. Variantes condicionales 

Supongamos rjue las variantes de la muestra están dis¬ 
puestas en orden creciente, es decir, en forma de tilia serie 
de variación. 

La- variantes que forman lina progresión aritmética de 
diferencia lt se llaman etptidislanlcs. 

Jáis variantes determinadas por la igualdad 



donde C es un cero accidental (nuevo ungen de lectura); 
lt es el paso, es decir, la diferencia entre dos varian¬ 
tes originales contiguas cualesquiera (nueva uni¬ 
dad de escala), 
se llaman condicionales. 

Los métodos simplificados de cálculo do las caracterís¬ 
ticas generales de una muestra se basan en la sustitución 
do las variantes originales por las condicionales. 

Demostraremos quo si ia serie do variación se compone 
de variantes equidistantes de paso lt. las variantes condicio¬ 
nales son números enteros. En efecto, tomemos como cero 
accidental una variante arbitraria, por ejemplo .r m . En tal 
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caso 


lin virtud de que l y m son números onloros, su diftren- 
cm i — ni = «, liimliién es un número entero. 

A’aía 1. Como coro acciilcotol so puedo lomar cualquier variante. 
I.» simpleza máxima de los cálculos so logra cuando se loma como coro 
accidental la variante que se encuentra aproximadamente en el centro 
de la serie de variación (de ordinario, tal variante tiene frecuencia 
máxima) 

rVoía 2. A la variante que so lema como cero acciilcutol le corres¬ 
ponde la varianto condicional, que es igual a cero. 

Ejemplo. Mollar l.is vnri.mlcs condicionales di.o 

distribución estadística 

variantes 23,(1 28.0 33,0 38,0 43,0 

frecuencias 5 20 50 15 10. 

solución. Tomemos como cero accidental la variante 33,0 
(esta variante se encuenlra en el centro do la serie do va¬ 
riación). 

Hallamos el paso 

h =- 28,0 _ 23,0 5. 

Hallamos la variante condicional 

*1 —C 23,6- 33,6 , 

u, = ~t-=- z -= _2. 

Análogamente obtenemos 

«i = —1, tí, = 0, u 4 = 1, ir, — 2. 

Como podemos apreciar las variantes condición.des mui 
pequefios numeras culeros. Indudablemente, operar con 
ellas es más sencillo que con las variantes originales. 

§ 2. Momentos empíricos ordinarios, iniciales y centrales 

Para calcular las características generales de una mues¬ 
tra conviene utilizar los momentos empíricos, determinados 
do manera análoga a los correspondientes momentos teó¬ 
ricos (cap. VIH, 5 10). A diforcncia de los momentos teó¬ 
ricos, los empíricos se calculan por las dalos do observacio¬ 
nes. 
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Se llama mamcniu empírico ordinario de orden k el valor 
medio de las diferencias i, - c de potencias k: 




U "I <*!-«)* 


donde x, es la variante que so observa, 

"i es la frecuencia do la variante, 
n - 2»i os ol volumen do la muestra, 

c es un número constante arbitrario (coro accidental). 
Se llama momento empírico inicial de orden k el momento 
ordinario de orden k cuando c = 0 


Idn particular. 



M , = - 


j n¡z¡ 

_ — 


e.« decir, el momento empírico do primer orden es igual a la 
nicdi.i iiiiieslr.'il. 

So llama momento empírico central de orden k el momento 
ordinario do orden k para c — x m 


Dn particular. 




S n l i 1 !-ría)" 


n , = g 


(•) 


es decir, el mormullo empírico central de segundo orden 
«s igual a la dispcixhín iiiiicslral. 

Los rnomontos centrales so expresan fácilmente por los 
ordinarios (recomendamos a los lectores hacerlo individual¬ 
mente): 

m, = Af; _(«¡)>; (..) 

m, = M\ - iM;M\ + W t (M\) 1 - 3 ((!/;)*. J 
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§ 3. Momentos empíricos condicionales. Obtención 
de los momentos centrales por los condicionales 

El cálculo de los momentos centrales os bastante volu¬ 
minoso. Para simplificar los cálculos so reemplazan las 
variantes originales por las condicionales. 

Se llama momento empírico condicional de orden k el 
momento inicial de orden k, calculado para los variantes 
condicionales: 



En particular. 

De aquí 


t[“ 


. «i'i 




= M\h + c. 


(•) 


Por consiguiente, para hallar la media muestral es suli- 
cienle calcular el momento condicional de primer orden, 
multiplicarlo por h y sumar al resultado el cero accidental c. 

Expresemos los momentos ordinarios por los condicio¬ 
nales; 


a*-Ü 


Mi 
a» ' 


De aquí 


Mi = .1/{A*. 


De este modo, para hallar el momento ordinario de orden k 
es suficiente multiplicar el momento condicional de igual 

orden por A*. . 

Obtenidos los momentos ordinarios se hallan fácilmente 
los momentos centrales portas igualdades (**) y (***) del 
párrafo anterior. En suma, obtenemos fórmulas convenientes 
para los cálculos, que expresan los momentos centrales 
por los condicionales: 

(il/í)*|A’; <•*) 

nij = [A/3 -3/WI/Wí + 2 (A<1)*| A*; 1 

m 4 = (iW! —4¡VfJ/W* + 6Af5 (Aíf) 1 — 3 (Af *)*) A*. J 
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lín particular, en virtud de (**) y la correlación (*) del 
párrafo precedente obtenemos la fórmula para calcular la 
dispersión inueslro! por los momentos condicionales do 
primer y segundo órdenes 

La técnica de los cálculos de los momentos centrales por 
las condicionales se describe más adelante. 

8 ó. Método de los productos del cálculo de la media 
y la dispersión muéstrales 

El método de los productos da un medio conveniente 
lie cálenlo de los momentos condicionales do diferentes 
órdenes de una serie de variación con variantes equidistnii- 
le.s. Sabiendo las momentos condicionales so bailan fácil¬ 
mente los momentos empíricos iniciales y centrales que nos 
inlcrcsnn. lín particular, por el método do los productos 
es conveniente calcular la inedia inupstral y la dispersión 
mnoslr.il. lis útil emplear la tabla de cálculo formada del 
modo siguiente: 

t) en lu primera columna do la tabla se escriben las 
variantes muéstrales (originales), disponiéndolas en orden 
c «Tiente; 

2) en la segunda columna se escriben las frecuencias de 
la variante; se ponen todas las frecuencias y su suma (volu¬ 
men de la muestra n) se coloca en la casilla inferior de la 
columna; 

■I) en la tercera columna se escriben las variantes cotidi- 
eionales v, = -i-j—; además, como cero accidental C se 
toma la varíenlo do frecuencia' máxima y se supone h 
igual a la diferencia entre dos variantes contiguas cua¬ 
lesquiera; prácticamente la tercera columna sn llena así: 
en la rasilla de la linea que contiene bi frecnencin máxima 
so oscribo ol 0; en las casillas encima del coro so escriben 
siicesivamenln —1, —2, —2, etc., y debajo dol cero I, 2, 
2, etc; 

ál se uiiilliplii-.in las frecuencias por las varianlcs condi¬ 
cionales y sus producios fi,n, se escriben en la cuarta colum¬ 
na; sumando lodos los números obtenidos, su suma S "i''i 
se pone en la casilla inferior de la columna; 


251 



r») se multiplican las frecuencias por los cuadrados de las 
variantes condicionales y sus productos n,u] se escriben en 
la quinta columna; sumando lodos los números obtenidos, su 
suma n,u) se coloca cu la casilla interior de la columna; 

(i) se multiplican las frecuencias por los cuadrados de las 
variantes condicionales aumentados en una unidad, y los 
productos ii, (w, J l) : se escribe en la sexta columna; suman¬ 
do los números obtenidos, su suma 2«, («/ + 1)’ so coloca 
en la casilla inferior do la columna. 


Mola I. Conviene sumar per separado los número; Donativos do la 
cuarta columna (su suma A, so escribe en la casilla de ln linca que con 
lione la frecuencia máxima) y los positivos (su suma A. so escribo on 
la penúltima casilla de la columna!; en tal caso y n,u, •» A, + A,. 

Molo 2. Al calcular los productos n¡ii* do ln quinta columna, los 
números n,u, de la cuarta columna conviene multiplicarlos por 

Noto 3. Ln sexta columna sirve para verificar los cálculos: si la 
suma V] "i (•‘i + resulta igual a la suma T ",«}+ 2 J n,it,+ n 
(como debe ser de acuerdo ton la igualdad ^ n, (u,+ l) ! =^ ”;u|-r 
+2T»,t|T | i), los cálculos son correctos. 

Ñola 4 Como cero accidental se puedo lomar cualquier variante, 
es decir, no es obligatorio tomai la variante de frecuencia máxima, 
como so dijo en el p 3. Por ejemplo, si la variante que tienda frecuen¬ 
cia máxima se encuentra en las primeras o últimas líneas de la tcoluni- 
lia a,», lo más caneen ente es lomar remo cero occidental la cariante que 
se encuentra aproximadamente en el centro de la columna. 

Después de completar la tabla de cálculo y verificar la 
corrección de los cálculos, se procede al cómputo de los 
momentos condicionales: 




Fiii.ilinenlc se calculan la media y la dispersión muestra " 
les por las fórmulas (*) y (***•) 5 3: 


x ra = .t/:./. + C, 

O.-IA/j —(A/im*. 


Ejemplo. Hallar por el método de los productos lt 1 
media y la dispersión muéstrales de la siguiente distribu - 
ción estadística: 

variantes: 10,2 10,4 10,G 10,8 11,0 11,2 11,4 11,6 11,8 12,( ) 
frecuencia: 2 3 8 13 25 20 12 10 6 1 



solución. Formamos la tabla de cálculo, para elloi 

1 ) escribimos las variantes en la primera columna; 

2 ) escribimos las [rocuencias en la segunda columna; 
la suma de las írecueucias (100) la colocamos en la casilla 
inferior do la columna; 

3) como cero accidental lomamos ia variante 11,0 (esta 
variaulo tiene la frecuencia máxima); en la casilla de la 
lercorn columna, correspondíanlo a ia linca que contiene 
la frecuencia máxima, escribimos el 0; sobre el cero sucesi¬ 
vamente —1, —2, —3. —-i, y debajo del cero i, 2, 3, 4, 5; 

4) las producías do las frecuencias por las variantes 
condicionales las escribiólas en In cuarta columna; hallamos 
por separado la suma (—4li) de números negativos y por 
separado la sama de números positivos (103); sumando 
«Mi» números, sn tolnl (fw) lo colocamos en la casilla infe¬ 
rior de la columna; 

3) los productos de las frecuencias por los cuadrados do 
las variantes condicionales los escribimos en la quinta 
columna; la suma de los números do la columna (383) la 
colocamos en la casilla inferior de la columna; 

fi) ios producios de las frecuencias por los cuadrados de 
las valientes condicionales incrementados en la unidad, los 
escribimos en la sexta columna de control; la suma (597) 
do los números de la columna ¡a colocamos en la casilla 
inferior de la columna. 

Como resoltado obtenemos la tabla de cálculo 7. 
Verificación: y.»,»f+2 S«i«i + n — 383 I- 2-57 + 100 = 
= 597. 

2 n¡ (u¡ + 1) ! = 597. 

1.03 cálenlos son mirarlos. 

Calculemos los momentos condicionales ilo primer 
y segundo órdenes 

Hallamos el paso: li 10,4 — 10,2= 0,2. 

C,lindamos la media y la dis|iersión muéstrales buscadas: 

i^A/J./t + C-rO, 57-0,2+11,0 = 11,1; 

— (,Wi)»l-A* = 13,83 — (0.57)*) 0,2 J = 0,14. 
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Tabla 7 



§ 5. Reducción de las variantes originales a equidistantes 


Anles se expuso el método do célenlo de las caracterís¬ 
ticas muéstrales para las variantes equidistantes. Como 
regla, en la práctica los datos de observaciones no serán 
números equidistantes. Naturalmente, surge la pregunto: 
¿acaso no se podría reducir el cálculo de los valores obser- 
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vados cid caráclor al coso do las variantes equidistantes 
iiirdiaiile la corrrS|»iiilionlo transformación? Itescilta quo 
so jinodo. Clon esto jiropósito el intervalo, on el qno se encuen¬ 
tran lodos los valores observados del carácter (variantes 
originales), so divide en varios intervalos parciales iguales. 
(I’riiet¡enmonte en cada intervalo parcial deben caer no 
monos de 8—10 variantes originales.) A continuación se 
bailan los centros de los intervalos parciales, los que forman 
precisamente la sucesión do variantes equidistantes. 

Como frecuencia de cada «nueva» variante (centro del 
¡Hiérvalo parcial) se utiliza el número total do variantes 
origínalos que caen on ol intervalo parcial correspondiente. 

Rslá claro que el reemplazo de las variantes originales 
poi los ceñiros do los intervalos parciales da lugar a errores 
(las varoniles ni ¡guíalos de la mitad izquierda del intervalo 
parcial serán incrementadas, en tanto que las variantes de 
la milail dcrerlia serán disminuidas), sin embargo estos 
errores serán iimil.iilos, puesto que tienen distintos signos. 

Ejemplo. Un conjunto inuostrnl do volumen n c 100 
eslá prefijado por la tabla 8. 

Tcbla S 


H 

”1 

*1 

"l 

*1 

m 

f.tm 

1 

1,19 


1,37 

0 

1.03 

3 

1,20 


1,38 

2 

1,05 

6 

1,23 


1,39 


1,00 

4 

1.25 


1,40 

2 

1,03 

2 

1,20 


1,44 

3 

SKáS 

4 

1,29 


1,45 

3 


3 

1,30 

0 

1.40 

2 

Ira 

0 

1,32 

4 

1,49 


1.10 

5 

1.33 

s 

1,50 



Pona.ir la disltibuciún de las variantes equidistantes. 

SOLUCION Dividimos ol ¡Hiérvalo 1,00—1.50, por 
ejemplo, en los ■< intervalos parciales siguientes: 1,00 — 1,10; 
1,10-1,20; 1,20-1,30; 1,30-1/.0; 1,40-1,50. 

Tomando los centros de los intervalos parciales como nuevas 
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variantes y¡, obtenemos las variantes equidistantes: 

!h - 1,05; y. = 1,15; y, = 1,25; y t -- 1,33; y¡ « l,íó. 

Hallamos la frecuencia de la variante y,: 

n, = 1+3 + 6+4 + 2 + 4 = 18. 

(Puesto que la variante original 1,10 es al mismo tiempo 
final del primer intervalo parcial y principio del segundo, 
la frecuencia 4 de esta variante está dividida en parles igua¬ 
les entre ambos intervalos |uireíalos.) 

Hallamos In frecuencia de la variante y,: 

n2 = 7 + 3-br, + 5q.2 + i = 20. 

Análogamente calculamos las fircuenri.is de las dem.is 
variantes: 

ii, = 25; n, = 22; ii, = 15. 

En conclusión obtenemos la siguiente distribución de 
las variantes equidistantes: 

iji 1.05 1,15 1,25 1.35 1,45 
»ti IS 20 25 22 15. 

A título de ejercicio recomendemos al lector comprobar 
que las medias y las dispersiones muéstrales calculadas 
por las variantes originóles y equidistantes resultan, respec¬ 
tivamente, iguales a: 

*« = 1,250; p.» 1,246; 

£>, = 0,018; £>, = 0.017. 

Como podemos apreciar, el reemplazo de las variantes 
originales por las equidistantes no dio lugar n errores sustan¬ 
ciales; en este caso so reduce bastante el volumen del cál¬ 
culo. 

§ 6. Frecuencias empíricas y de igualación (teóricas) 

A. Distribución discreta 

Examinemos una magnitud aleatoria discreta X cuya 
ley do distribución está desconocida. Supongamos que se 
lian realizado n experimentos, en los cuales la magnitud X 
tomó h, veces el valor i„ n. veces el valor x t , . . ., «, 
veces el valor i»; asimismo i = »■ 
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Se llaman ¡recuencias empíricas las frecuencias observa¬ 
das prácticamente 

Admitamos tener fundamentos para suponer que la 
magnitud, que se estudia X, está distribuida por cierta lej 
determinada, l’nra verificar si esta suposición concuorda 
con los datos de las observaciones se calculan las frecuencias 
de los valares .1 observar, es decir, se halla teóricamente 
cuántas veces la magnitud X tendría que tomar cada uno 
do los valores que se observan si ella está distribuida por 
una ley hipotética. 

A diferencia do las frecuencias empíricas observadas 
prácticamente, las frecuencias n¡ halladas teóricamente 
(por cálculo) se llaman de igualación (teóricas). 

Las frecuencias de igualación so hallan por la igualdad 
ni = nP,, 

donde n es el número de pruebas, 

P 1 es la probabilidad del valor que se observa x¡, cal¬ 
culada suponiendo que A' tiene uno distiibución hipotética. 
Esta fórmula se deduce del teorema de la esperanza mate¬ 
mática del número do apariciones de nn suceso en pruebas 
independientes (cap. Vil, § 5). 

De este modo, la ¡recuencia de igualación del valor obser¬ 
vado J| de distribución discreta es igual al produrlo del número 
de pruebas por la probabilidad de este valor obseri ado. 

Ejemplo. Como resultado del experimento consistente 
do n = 520 pruebas, en cada una de las cuales se registro 
el número x¡ de apariciones de cierto suceso, se ha obtenido 
la siguiente distribución empinen 

val. obsor. x, 0 1 2 3 4 ó ti 7 

frec. emp. n¡ 120 167 13o 00 27 ó 1 1. 

Hallar las frecuencias de igualación n¡. suponiendo que la 
magnitud aleatoria X (conjunto general) está distribuida 
por la ley de Poissou. 

solución. Sabemos que ol parámetro X, por el que 
se determina la distribución de l'oissou, es igual a la espe¬ 
ranza matemática de esta distribución, l’ticslo que como 
estimación do la esperanza matemática so toma la inedia 
muestral (cap. XVI, § 5), como estimación de X se puede 
tomar In media muestral x m . Por los datos so halla fácil¬ 
mente que la media muestral es igual a 1,5; por lo tanto, 
se puede tomor X = 1,5. 


17—03 so 
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De eslii muñera, la fórmula Je Poisson 


toma la forma: 


P.(k) 


Ei ■ 


/>,»(*) 


1 . 5 » 

B 


Utilizando esta fórmula hallamos las probabilidados 
/’sm (*) para k - 0, 1, 2, 3, 4, 5, 0, 7 (para simpleza 
do la notación en ajotante omitimos el subindico 520): 
P (0) = 0,22313, P (1) = 0,33469, P (2) = 0.251071, 
P (3) = 0,125511, P (4) = 0,047066, P (5) = 0,014120, 
P (6) = 0,003530, P (7) = 0,000755. 

Hallamos las frecuencias de igualación (los resultados 
estón redondeados hasta la unidad): 


n; = n />(0) = 520 0,22313 -116, 
n, = n ■ P (1) = 520 -0,33469 = 174. 


Análogamente se hallan las demás frecuencias de iguala¬ 
ción. En resumen obtenemos: 

frecuencia emp. 123 167 130 69 27 5 1 1 

frecuoncia de igua. 116 174 131 65 25 7 2 0. 

La divergencia relativamente pequeña de las frecuencias 
empíricas y de igualación confirma la suposición de que la 
distribución examinada obedece a la ley de Poisson. 

Cabe hacer notar que si la dispersión muestra! se calcula 
por los datos de la distribución, resulta que olla es igual 
a la media muestral, es decir, igual a 1,5. Esto corrobora 
una vez más la suposición hecha, ya que para la distribu¬ 
ción de Poisson \ = M (X) = D ( X ) 


11. Distribución continua 

En el caso de la distribución continua, las probabilida¬ 
des de los valores posibles individuales son iguales a cero 
(cap. X, § 2, corolario 2). Por oso todo el intervalo do valo¬ 
res posibles so divido en k intervalos lio ¡ntcrsocables y so 
calculan las probabilidades P, do que A' caiga en el 1-ósimo 
intervalo parcial; a continuación, al igual que para la 
distribución discreta, se multiplica el número do pruebas 
por estas probabilidades. 
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Asi pues, las frecuencias de igualación de una distribución 
continua se hallan por la igualdad 

ní = nPi. 

donde n es el número de pruebas, 

P, es probabilidad de que X caiga en el i-ésimo inter¬ 
valo parcial, calculada admitiendo que X tiene la 
distribución supuesta. 

En particular, si existen fundamentos para suponer quo 
1a magnitud aleatoria X (conjunto general) está distribuida 
normalmente, las frecuencias de igualación pueden sor halla¬ 
das por la fórmula 

n í = ~- 9(“i)- (•) 

donde n es el número de pruebas (volumen de la muestra), 
h es la longitud del intervalo parcial, 
o m es la desviación cuadrática media muestra!, 

u, =» 0t ^ m ( x i es el centro del i-ésimo intervalo parcial), 

En el § 7 se da un ejemplo de aplicación de la fórmula (*). 

Explicación. Aclaremos el origen de la fórmula (*). 
Escribimos la función diferencial de la distribución nor¬ 
mal general 


d-«,i 



Para a = 0 y o = i obtenemos la función diferencial de la 
distribución normada 

o bien, cambiando la designación del argumento, 

* (u) =l7gr e ” r - 
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I'oiilendo « — , IvnilrciUi» 

_ <»-«>» 

Vt»)—yg* 2 • (•••) 

Comparando (**) y (***), deducimos i|uo 

/(*>=• 7 *(<*)• 

Si In esperanza matemática a y la desviación cuadrática 
media o son desconocidas, como estimaciones do estos pará¬ 
metros se toman respectivamente la media mucslrnl x m 
y la desviación cuadrática media muestral a B (cap. XVI, 
|S 5, 9). En tal caso, 

/(*)■“-^7 ?>(“)• 

donde u = . 

Ojo 

Supongamos que i, es el cctilro del í-ésimo intervalo (en 
los que está dividido el conjunto de todos los valores obser¬ 
vados de la magnitud aleatoria X normalmente distribui¬ 
da) de longitud h. Entonces la probabilidad de que X caiga 
en ese intervalo es aproximadamente igual al produelo de la 
longitud del intervalo por el valor do la lunción diferencial 
/ (x) en cualquier punto del intervalo y, en particular, 
para x = x, (cap. XI, § 5): 

Pi - hf (*/) = h •—9 (u,). 

l’or lo tanto, la frecuencia de igualación es 

donde 



Hemos obtenido la fórmula (•). 

§ 7. Trazado de la curva de Gauss por líalos experimentales 

Lino de los métodos de construcción do una curva normal 
o de Gauss por los dalos de observaciones consisto en lo 
siguiente: 
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1 ) hallar z m y o m , por ejemplo, por el método de los 
productos; 

2 ) hallar las ordenadas y, (frecuencias do igualación) 
de la curva teórica por la fórmula —• 9 («i), donde 
n es la sumo de las frecuencias observada, lies la diferoncia 
entre dos variantes contiguas u, — -~* p y <P( u ) = 

Ojo 

1 




T. 


3 ) trazar los puntos (x h y,) en un sistema de coordena¬ 
das carlesianas y unirlos por una curva suave. 

La proximidad de las frecuencias de igualación a las 
observadas confirma que la admisión de que el carácter 
estudiado está distribuido normalmente, es correcta. 

Ejemplo. Trazar la curva de Gouss por la distribución 
dada: 

variante i, 15 20 25 30 35 40 45 50 55 

frecuencia n, 6 13 38 74 106 S5 30 10 4. 

solución. Utilizando el método de los productos 

(§ 4) hallamos z a = 3-4,7. <r a = 7,38. 

Calculamos las frecencias de igualación (véase la ta¬ 
bla 9). 

Tabla 9 


D 

B 

B 

fUfüIS 

•Mu,) 

= 2ÍB.»(U|> 

Sm 

15 

c 

-19.7 

—2,67 

0,0113 

3 

20 

13 

—14,7 

-1,90 

0,0551 

14 

25 

38 

-0,7 

-1,31 

0,1091 

4? 

30 


-4.7 

-0,63 

0,3271 

62 

35 


0,3 

0,05 

0,3934 

90 

40 

85 

5,3 

0,73 

0,3050 

70 

45 


10,3 

1.41 

0.1476 

37 



15,3 


0,0449 

11 

55 


20,3 


0,0086 

2 


n 366 




S*t = 366 


2Bt 













En la fig. 22 se han trazado la curva Je Cnuss (teórica) 
por las frecuencias de igualación (señaladas con círculos) 
y el polígono de las frecuencias observadas (señaladas con 



Fig. 22. 

cruces). Comparando las gráficas se aprecia quo la curva 
teórica construida refleja satisfactoriamente los datos de 
las observaciones. 

Para considerar con más certeza que los dalos de las 
observaciones evidencian la distribución normal del carác¬ 
ter, se utilizan reglas especiales (denominadas criterios de 
concordancia), cuyas nociones el lector las encontrará más 
adelanto (cap. XIX, § 22). 

§ 8. Estimación de la desviación de una distribución 
empírica respecto de la normal. Asimetría y exceso 

Para estimar la desviación de una distribución empírica 
respecto de la normal (distribución do Ganss) so utilizan 
distintas características, ontre las cuales se encuontran la 
asimetría y ol exceso. Las definiciones de estas característi¬ 
cas son análogas a las definiciones de asimetría y exceso 
do la distribución teórica (cap. XII, § 8). 

La asimetría de una distribución cm/ilrica se determina por 
la igualdad: 




donde m, es el momento empírico central de lercer orden 

(§ 2 ). 

El exceso de una distribución empírica se determina por 
lo igualdad 



donde m, es el momento empírico central de cuarto orden. 

Los momentos m, y m, conviene calcularlos por el método 
de los productos (5 4), utilizando la lórmulo (*••) del § 3. 

Ejemplo. Hallar la asimetría y el exceso do la distribu¬ 
ción empírica: 

variante 10.2 10,4 10,6 10,8 11.0 11.2 11,4 11.6 11,8 12,0 
frecuencia 2 3 8 13 25 20 12 10 6 I 

solución. Utilizamos el método de los productos, 
parn lo cual componemos la tabla de cálculo. Puesto que 
on el § 4 ya se indicó como se llenan los columnas 1—5 
do la tabla, nos limitaremos a breves aclaraciones: para 
llenar la columna 6 conviene multiplicar los números de 
cada linea de las columnas 3 y ó: para llenar la columna 7 
conviene multiplicar los números de cada linea de las colum¬ 
nas 3 y 6. La columna 8 sirve para controlar ios cálculos 
por la igualdad: 

2 «i (u¡ + 1)* = 2-n¡Ui + 4 2 "i"' + C 2 4 2 «lili-f-n. 

Damos lo tabla de cálculo 10. 

Verificación: 2 «i ("i + l) 4 =■ 9141; 

2 ttiu? + 42 tiiuí + 62 tii«f + 4 2 tit“t +n =■ 

= 4079 + 4-609 + 6-383 + 4-57 +100 = 9141. 

La coincidencia de las sumas nos demuestra que los cál¬ 
culos son correctos. 

En el ejemplo del § 4 se halló para la distribución exa¬ 
minada: 

M\ = 0,57; á/í = 3,83; D m = 0,14. 

por lo tnnto, 

"m = V$M- 
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Hollamos los momentos condicionales de tercer y ruarlo 
órdenes: 



600 

ío5 r 


6 , 00 ; 



4070 

1UU 


■40,79, 


Tabla 10 


1 

5 


‘ 

i 

* 

i 

* 

*1 

El 


±. r sm 

"í*i 

ICZJi 

«,»/ 

•>, (•*/ I- 1)' 

10.2 

2 

-4 

-s 

32 

—128 

312 


10,4 

3 

-3 

-9 

27 

-SI 

243 


iiA. 

8 

-2 

—16 

32 

-64 

128 


I0.S 

13 

1 

-13 

13 

—13 

1.1 

• fcj 

.1,0 

25 

« 

-40 


—280 


25 

II. 2 1 

20 

1 

20 

20 

20 

20 

320 

11.4 

12 

2 

24 

48 

os 

102 

972 

H.6 

10 

; 

30 

00 

270 

8f0 

2060 

II, S 

6 

4 

24 

Ofi 

3S4 

103(1 

3750 

12,0 

1 

5 

5 

25 

125 

625 

1296 




103 


S95 






'?n,u j = 

Vn,u? = 

''’,-l1=. 

S"(“? = 





-57 

=383 

= 609 

=4079 

+ 1)» = 9I4I 


Hallamos los momentos empíricos centrales de tercer y cuarto 
órdenes: 

m s = [rW|— 3M\MÍ + 2 (if f)*l h‘ = 

- 10 . 09 - 3 - 0,57 - 3,83 + 2 - < 0 , 57 )>| - 0 , 2 » = - 0 . 0007 ; 
n>< - \MX - + 6 Mi - 3 (TI/?)*] /i* - 

= [ 40,79 - 4 • 0.57 • 6,09 + 6 ( 0 , 57 )’. 3,83 - 3 • ( 0 , 57 )<]. 0 , 2 * = 
« 0 , 054 . 

Hallamos la asimetría y el exceso: 



-'61 



















A 'ala. En el caso (le pequeñas muestras hay que tratar con cuidado 
las estimaciones de la asimetría y el «ceso y hallar la exactitud de 
estas estimaciones (véase N- V. Smirnov e I. V. Dunin-Barkovski, 
Curso de teoría de las probabilidades y estadística matemática. Ed. 
Nnuka !%5, pág. 277). 


Problemas 

En los problemas 1 — 2 se dan las variantes muéstrales y sus fro- 
etu'in las Hallar la inrtlla y la dispersión muéstralos utiliumdo el 
lllólorlo de los ptodnclns. 


r¡ 10,1 10,5 10,7 10,9 11,1 11,3 11,5 11,7 11,9 12,1 
»,• ó 7 S 10 25 15 12 10 < 5 

Respuesta x m ■■11.10, D m =*0,19. 

2 . 

i, 83 85 87 89 91 93 95 97 99 101 

ni ti 7 12 15 30 10 8 e 4 2. 

Respuesta "x ra 5=90,72, O m = 17,20. 

3. Hallar la asimetría y ol exceso de la distribución empírica 
ar¡ 10,6 10,8 11,0 11,2 11,4 11,6 11,8 

n¡ 5 10 17 30 20 12 6. 

Respuesta a, = -0,0000, e„ = 0.00904. 


Capítulo diez y ocho 

ELEMENTOS DE LA TEORIA DE LA CORRELACION 


§ I. Dependencias fnne.lonnl, estadística y tic correlación 

En muchos problemas Imy que establecer y estimar la 
(lepontlcncin de una magnitud aleatoria Y a estudiar respec¬ 
to do una o varias otros magnitudes. Examinemos al prin¬ 
cipio la dependencia de Y raspéelo do una magnitud aleato¬ 
ria (o prevista) X y luego respecto de varias magnitudes 
($ lól, 



Dos magnitudes aleatorias pueden estar relacionadas por 
una dependencia funcional (cap. XII, § 10), o bien por una 
dependencia de otro género, llamada estadística, o pueden 
sor independientes. 

Raramente se realiza una dependencia funcional rigu¬ 
rosa, ya que ambas magnitudes o una de ellas están expuestas 
a la acción de factores aleatorios; además, entre ellos pueden 
haber comunes para ambas magnitudes (por «comunes» aquí 
se sobreentienden los factores que actúan tanto sobre Y, 
como sobre X). En este caso surge una dependencia esta¬ 
dística. 

Por ejemplo, si Y depende de los factores aleatorios 
Z„ Z„ Vj, V,. 

y X depende de los factores aleatorios 

z„ z.. u„ 

entro Y y X existe una dependencia estadística, puesto 
que entre los factores aleatorios hay comunes, es decir, 
2. y 2-, 

La dependencia se llama estadística cuando la variación 
de una de las magnitudes da lugar a la alteración de la 
distribución de la otra. En particular, la dependencia esta¬ 
dística se manifiesta en que, al variar una de las magnitudes, 
se altera el valor medio de la otra; en este caso la dependen¬ 
cia estadística se llama de correlación. 

Damos un ejemplo.de una magnitud aleatoria Y que no 
está vinculada funcionalmente con la magnitud X, sino 
lo está correlativamente. Supongamos que Y es una cosecha 
de granos. X es la cantidad de abonos. De iguales parcelas 
de tierra con iguales cantidades de abonamiento se obtiene 
diferente cosecha, es decir, >* no es función de X. Esto se 
debe a la acción de factores aleatorios (precipitaciones, 
temperatura ambiente, etc.) Al mismo tiempo, como lo 
muestra la experiencia, la cosecha media es función de la 
cantidad de abonos, es decir. Y está vinculada con X por 
una dependencia de correlación. 

§ 2. Medias condicionales. Dependencia de correlación 

Precisemos la definición de la dependencia de correla¬ 
ción, para lo cual introducimos el concepto de media con¬ 
dicional. 



Supongamos que se estudia el enlace entre la magnitud 
aleatoria Y y la magnitud aleatoria X. Admitamos que 
a cada valor do X corresponden varios valores de Y . Por 
ejemplo, supongamos que para z, = 2 la magnitud Y loma 
los valores: y, 5, y. =. R. y, = 10. Hallemos la media 
aritmética de estos húmeros: 

Kl número i/ x se llama media condicional; el pequefio trazo 
sobre la letra sirve pora designar la media aritmética y el 
número 2 indica que se consideran los valores de y que 
corresponden n 2. 

Conformo al ejemplo del párrafo anterior estos datos so 
pueden interpretar así: en cada una do las tres parcelas 
idénticas si* lian esparcido 2 unidades de abono y so lian 
obtenido respecl mímenle 5, 6 y 10 unidades do grano; 
la rosecbn media es de 7 unidades correspondientes. 

Se llama media condicional i/ x la media aritmética de 
los valores rio Y correspondientes al valor de X — x. 

Si n cada valor de z corresponde un valor de la media 
condicional, evidentemente, la media condicional es una 
función de z; cu esto caso se dice que la magnitud aleatoria 
)' depende de X correlativamente. 

Se llama dependencia de correlación de Y respecto de X 
la dependencia funcional de la media condicional y x respecto 
de x: 


y ,=/(*)• (•) 

f.a ecuación (*) so llama ecuación de regresión de Y en 
X ; la función / (z) se llama regresión de Y on X, y su gráfica, 
linca de regresión de Y en X. 

Análogamente se determina la media condicional z„ 
y la dcpciidoncia de correlación do X respecto do Y. 

So llama media condicional x t la inedia aritmética de los 
valores de A" correspondientes a Y = y. 

So llnma dependencia de correlación de X respecto do Y 
la dependencia funcional de la media condicional z„ respec¬ 
to do y: 

(••) 
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La ecuación (**) se llama ecuación de regresión de X en 
Y; la función 9 (y) se llama regresión de X en Y y su gráfica, 
línea de regresión de X en Y. 

§ 3. Dos problemas fundamentales de lo leoría de la correlación 

El primer problema de la leoría de la correlación consisle 
en establecer la forma del enlace de correlación, es decir, el 
tipo de función de regresión (lineal, cuadrática, exponencial 
etc.). E 11 la mayoría de los casos las funciones de regresión 
son lineales Si ambas funciones de regresión I (x) y 9 ( 1 /) 
son lineales, la correlación se llama lineal, en caso contrario, 
no lineal. Evidentemente, para la correlación lineal ambas 
líneas de regresión son rectas. 

El segunda problema de la leoría de la correlación es esti¬ 
mar la estrechez ( tuerza ) del enlace de correlación. La fuerza 
de la dependencia do correlación de y respecto de X se 
estima por In magnitud de la dispersión de los valores de 
Y alrededor do la media condicional Una gran disper¬ 
sión denota la débil dependencia do Y respecto de X o la 
falta de dependencia. Una pequeña dispersión indica la 
existencia de una dependencia suficientemente fuerte: 
incluso es posible que Y y .Y estén relacionados funcional- 
nicntc, pero por acción de factores aleatorios secundarios 
este enlace resulte interrumpido, debido a lo cual para igual 
valor de x la magnitud 1 ' loma distintos valores. 

Análogamente (por la magnitud de la dispersión de los 
valores de .Y alrededor de la media condicional x v ) se estima 
la fuerza del enlace de correlación de X respecto de y. 

5 ó. Hallazgo de los parámetros de la ecuación muestral 
de la recta de regresión por datos no agrupados 

Supongamos que los caracteres cuantitativos de X e Y 
están vinculados por una dependencia de correlación lineal. 
En esto caso ambas lineas de regresión során rectas. 

Admitamos que para hallar las ecuaciones de estos rectas 
se han efectuado n experimentos independientes, en virtud 
de los cuales se han obtenido n pares de números: 

(*!• Vi)- «,) .(*.. y.)- 

Puesto que los pares de números observados se puede consi¬ 
derar como una muestra aleatoria del conjunto general de 



linios I..S valore* pasibles do la magnitud alentaría (X, Y). 
las imigiiitiiilcs y las ocuacioncs halladas por estos datos se 
llaman muéstrales. 

Para certeza vamos a hallar la ecuación muestra! de la 
recta do la regresión do Y en X. 

Esamiuemos un caso elemental: distintos valores de * 
del carácter X y correspondientes a ellos los valores de y 
del carácter Y se han observado una solo vez cada uno. Es 
evidenle i|iir mi hay necesidad do agrupar los datos. Tampoco 
lineo iallii utilizar el concepto de media condicional, por 
uso la ecuación buscada 


p.-Az+ó 

so puedu escribir asi: 


Y = kz + 6 . 

El coeficiente angular de la recta de la regresión de Y en X 
so llama coe¡icienlc de ¡a regresión maestral de Y en X y se 
designa por n yl . 

Así pues, vamos a hallar la ecuación maestral de la 
recta de la regresión do Y en X del tipo: 

Y = (.,«* -I- b. (*) 

Tratemos de escoger los parámetros y b de manera 

que los puntos (x„ y,) (x-, y,) .(x„, y„) trazados en 

el plano XOY por los datos de las observaciones, se encuen¬ 
tren lo más cercano posible de la recta (*). 

Precisemos el sentido de este requisito. Llamamos des¬ 
viación la diferencia 


Y,-y, (i-1. 2.n), 

donde es una ordenada calculada por la ecuación (*), 
rorrespoudiculo al valor observado do x,¡ 
y¡ es la ordenada observada, correspondiente a x¡. 
Elegimos los parámetros p„, y ó de manera que la suma 
do los cuadrados de las desviaciones sea mínima (en esto 
está la esencia del método de los cuadrados mínimos). 

Dado que cada desviación depende de los parámetros 
buscados, también la suma de los cuadrados de las desviacio¬ 
nes es una función /■’ do estos parámetros (provisoriamente 
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Vil lugar lie ¡>„ x escribiremos p): 

F(P.b) = glY,-t,)'. 

o bien 

(pxi+6-yi)*. 

I’orn bailar el mínimo igualamos a cero las correspondientes 
derivadas parciales 

n 

2 S (pxi + 6-»i)xi«0 ; 
i-i 

n 

|-2 2(p tl + l- l .)-0. 

Ul 

Mediante transformaciones elementales obtenemos un 
sistema de dos ecuaciones lineales con respecto api b.* 

(2«*)p + (2*>*-2** (S*)p + "* = Sp- (**) 

Resolviendo este sistema bailamos los parámetros buscados: 


(...) 


Análogamente podemos hallar la ecuación maestral de la 
recta de la regresión de X en 1': 

5,-P.^+C. 

donde p,„ es el coeficiente de la regresión muestral de 
X en Y. 

Ejemplo. Hallar la ecuación muestral de la recta de 
la regresión de Y en X por los datos de n ~ 5 observaciones: 

* 1,00 1,50 3,00 4,50 5 . 00 ; 

y 1,25 1,40 1,50 1,75 2 , 25 . 

n 

• Para simplcia, en lugar de 2 escribiremos sólo 2 - 


Pí ~ ■ 

2«*-2»-2*-S«» 
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SulucIun. Cuiupouctuos la tabla lia cálculo 11. 


Tabla 11 


*1 

»i 


«,*», 

1,00 

1,23 

1,00 

1,250 

1,50 

1,40 

2.25 

2,100 

8,00 

I.5U 

9.00 

4.500 

4.50 

1,75 

20,25 

4,875 

5,00 

2.25 

25,00 

11,250 

2*1-15 


2*?-57.50 

2*IW-26.975 


Hallamos los |>.ii,'|im'Iros buscados, para lo cual susti¬ 
tuimos las sumas calculadas por la tabla on las correlacio¬ 
nes (***): 


5-26.975—15*8.15 

P "-5*57,5-155 

. 57.5*8.15—15*26.975 


0 , 202 ; 

1,024. 


Escribimos la ecuación buscada de la regresión; 

Y = 0,202r + 1,024. 

Para tenor una idea hasta que punto los valores de Y¡, 
calculados por esta ecuación, concuerdan bien con los valores 
observados de i/,, bailamos las desviaciones Y, — y¡. Los 
resultados de los cálculos están llevados a la tabla 12. 


Tabla 12 


*1 



*|-»i 

1,00 

1,226 

1.25 

-0,034 

1,50 

1,327 

1,40 

-0,073 

3,00 

1,630 

1,50 

0,130 

4,50 

1,933 

1.75 

0,083 

5,00 

2,034 

2.25 

-0,216 
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Como se aprecia de la labia, no todas las desviaciones 
son suficientemente pequeñas. Esto se debe al pequeño 
número de observaciones. 


§ 5. Tabla de correlación 

Pora un número grande de observaciones un mismo valor 
de x puede encontrarse n, veces, un mismo valor de y puede 
encontrarse n„ veces, un mismo par do números (j\ y) puede 
observarse n, a veces. Por eso los dolos de las observaciones 
so agrupan, es decir, so calculan las frecuencias n„ n„, 
n,„. Todos los datos agrupados so escriben en forma de tabla 
que se llama de correlación. 

Aclaremos la estructura de la labia de correlación con 
un ejemplo (tabla 13). 

Tabla 13 


\ X 

Y 

10 

;í 

m 

«0 

f* 4# 

0.4 

j 


• 

14 

Ai 

0.6 

m 

fBt 


5 

12 

0 ,s 


ii» 


ü 

-rt 


8 

Bl 

13 

1.3 

U satíO 


En la primera linea de lo tabla se indican los valores 
observados (10; 20; 30: 40) del carácter X, y en la primera 
columna, los valores observados (U,4: 0,0; 0,S) del carác¬ 
ter Y. En las intersecciones de las lineas y las columnas 
se escriben las frecuencias n Mi de los pares de valores obser¬ 
vados do los caracteres. Por ejemplo, la frecuencia 5 indica 
que el par de números (10; 0.4) se observó ó voces. Todas 
las frecuencias se encuentran en un rectángulo, cuyos lados 
se han trazado con lineas gruesas. Lo raya significa que el 
par de números correspondiente, por ejemplo (20; 0,4), 
no se observó. 
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En la última columna se escullo la suma ilc frecuencias 
do las lineas. I’or ejemplo, la suma de las frecuencias (lo la 
primor» linea del rectángulo de lineas gruesas os igual a 
■* 5 + 7 + 14 = 20; oslo número indica que el valor 
del carácter J', igual a 0.4 (en combinación con distintos 
valores del carácter X) se observó 26 veces. 

En la última linea so escriben la suma de frecuencias do 
las columnas. Por ejemplo, el número 8 indica que el valor 
del carácter X. igual a 10 (en combinación con distintos 
valores del carácter Y) se observó 8 veces. 

En la casilla ubicada en el ángulo inferior derecho de la 
Inbln, se coloca la suma de todas las frecuencias (número 
lolnl de observaciones n). Evidentemente. V » T — Jn, — 
=' >'■ En nuestro ejemplo 

-S + 21 + 13+ 18 = tiO y 

V n, = 26 -¡- 12 - 22 - U) 

§ 6. Hallazgo de los parámetros de la ecuación inucstral 
de 1a recta ilc regresión por datos agrupados. Coeficiente 
de correlación mucstral 


En el 5 í para determinar los parámetros de la ecuación 
•le la recia de la regresión do )' en X se obtuvo el sistema 
ile ecuaciones: 


(- ^)p,v + (I *) b = S ■'y- \ 

(S')p„-»ú = Sk- i n 

Se supuso que los valores de X y sus correspondientes 
valores do Y se observaron una vez cada uno. Ahora admi¬ 
timos que se han obtenido nn gran número de datos (prácti¬ 
camente para una estimación satisfactoria de los parámetros 
buscados deben haber por lo menos 50 observaciones), entre 
los cuales son los que se repiten y están agrupados en forma 
de labia do correlación. Escribimos el sislcina (*) de manera 
que refleje los dalos de esta tabla. Usamos las igualdades: 

2 1 “ ni (corolario do i « ; 


2 tí - n y (corolario de y - ) ; 

2 r* = nz- (corolario de ? ^ =-f-' 


18-0100 
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S-xg-S n tv x H ( s0 * >n tenido en cuenta que ol par tic núme¬ 
ros (x, y) se observó n I( veces). 

Sustiluyendo los segundos miembros de las igualdades 
en el sistema (*) y simplificando ambos miembros de la 
segunda ecuación por n, obtenemos: 

(n?) p„+(/¿) 6 - 2 i l 

(*)P|r»+* = P. / 

iiosolviendo esto sistema, hallamos los parámolrns 
p 0 * Y y» po r lo lanío, la ecuación buscada es 

y.-*p„«*+ó. 

Sin embargo, introduciendo una nueva magnitud, o sea, 
el cooficicnto de correlación, la ecuación do regresión convie- 
no escribirla en otra forma, lo que liaremos a continuación. 
Hallamos 6 de la segunda ecuación (»*): 

l>-=y—p„z. 

Sustituyendo el segundo miembro de esta igualdad en la 
ecuación y, = p ux x J- fc, obtenemos: 

yx~ í = P,*(x-x). (...) 

Del aíslenla (*) bailamos ol cooficieule de regri*siúu, lonii'ii- 
do en cuenta quo x* - (x)* = oí (cap. XVI, 5 10): 

„ S"»i ? *-»*« y¡«,x r v-"-n 

“ X u|x* —fx)*| »<■} 

Multiplicamos ambos miembros de la igualdad por ¿t- : 

o„ 

. o, 2 v(-*4 
” o» «xO, 

Designamos ol segundo miembro de la igualdad por r m 
y lo llamamos coeficiente de correlación muestraI: 
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Poniendo el segundo miembro de osla ecuación en la (***), 
finalmente obtenomoa la ecuación murslr.il de la recta do 
la regresión de Y eu A* del tipo 

i.-y-r.-£ (*-*). 

Nota 1. Analoganiciite se halla la ecuación nmcslral do la linca do 
la regresión de X en Y do la forma 



Nota 2. Las ccuacúmc* de las recias de regresión pueden ser escri¬ 
tas en forma más simétrica: 



Nota 3. El coeficiente de correlación muc'lral tiene un irnporlanlo 
valor Individual. Como se deduce de lo anterior, el cneficicule de co¬ 
rrelación imic-tral se determina por la igualdad 

donde r, y son las variantes (valores observados! ile los caracteres .V c Y 
n x¡J es la frecuencia «Icl par de \ariantcs (x. *.i observada; 
n es el volumen de la muestra (suma de iodos las frecuen¬ 
cias); 

x, y son las inedias muéstrales; 
a x , o y son las desviaciones cuadráticas media- muéstreles. 

§ 7. Propiedades del coeficiente de correlación inuostral 

Fijemos las propiedades del coeficiente de correlación 
muestra), de las cuales se deduce que éslc sirve para estimar 
la fuerza de la dependencia de correlación lineal. 
Utilizamos las fórmulas (omitimos la deduccióu): 

5„ = 0,(l-rt); S,~D,{X-ri.) 

donde S, es la dispersión de los valores observados de y 
alrededor de las correspondientes inedias condicio¬ 
nales y,; 
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D„ es la dispersión de los valores observados do (/ 
alrededor de la inedia general y. 

Las dispersiones S„ D, tienen igual sentido. 

1. Im magnitud absoluta del coeficiente de correlación 
muestral no es mayor que la unidad. 

demostración. Cualquier dispersión no es negativa 
En particular, 

5,-/>,(l-rW>0. 

l’or lo tanto, 

i-r' m >0. 

De aquí 

-I 

o bien 

Ir.lO- 

2. Si el coeficiente de correlación muestral es igual a cero 
y las líneas de regresión muéstrales son rectas, tendremos que X 
e Y no están vinculados por una dependencia de correlación 
lineal. 

demostración. Para r m = 0 la ecuación de la recta 
de la regresión muestral de y en X 

y,-y-r m -^(x—~z) 

tiene la forma 
o bien 

y*-»■ 

Si r m = 0 la ecuación de la recta de la regresión de X en Y 
tiene la forma 

x» = z. 

Por consiguiente, cuando r a = I) las medias condicionales 
conservan un valor constante al variar los correspondientes 
argumentos; en osle sentido so puedo considerar que X 
e Y no están vinculados por la dependencia de correlación 
lineal. Evidentemente, en el caso examinado las rectas 
do regresión son paralelas a los coi respondientes ojos de 
coordenadas. 
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/Vola. Si vi coeficiente de correlación maestral es igual a cero, 
los caracteres -Ye Y pueden estar vinculados por una dependencia de 
correlación no lineal e incluso funcional. 

3. Si la magnitud absoluta del coeficiente de correlación 
muestrat es Igual a la unidad, losa alores observados de los 
caracteres están vinculados por una dependencia funcional 
lineal. 

Si | r,n | •* i, entonces S, ■» 0,(1 —r¿)—0. 

Se puede mostrar que de aqui se deduce ln igualdad: 

Mx-i) = 0. 

Como podemos apreciar, todo par de números observado 
U, y) satisface esta ecuación lineal respecto are}, es decir, 
los valores de los caracteres de la muestra están vincula¬ 
dos por una dependencia funcional lineal. Cabe hacer notar 
que de aquí no podemos deducir con certera que también 
en el conjunto general los caracteres están vinculados por 
una dependencia funcional lineal (para una muestra repre¬ 
sentativa de gran volunten la dependencia enlrc los caracte¬ 
res de un conjunto general normalmente distribuido será 
próxima a la lineal, o incluso será lineal). 

4. .4/ aumentar el valor absoluto del coeficiente de corre¬ 
lación maestral la dependencia de correlación lineal deviene 
más estrecha y para I I : ; I pasa a la dependencia lanctonal. 

demostración. De las fórmulas 

í,..D r (l-ra 

se aprecia que al crecer el valor absoluto de r ro las disper¬ 
siones S t y S, decrecen, es decir, disminuye la dispersión 
de los valores observados de los caracteres alrededor de 
las medias condicionales, y esto, precisamente, significa 
que el vinculo entre los caracteres se lince más estrecho 
y cuando | r m | «. 1, como so desprende de la propiedad 3, 
pasa a la funcional. 

Uc las propiedades oxpiiestnx so desprendo el sentido de 
r w : el coeficiente de correlación maestral carácter na la estre¬ 
ches del vinculo lineal entre los caracteres cuantitativos de la 
muestro: cuanto más próximo |r„| ti a I, tanto más fuerte 
es el enlace: cuanto más próximo | r m | es a 0, lanío más débil 
es el enlace. 
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Si la muestra tiene un volumen suficientemente grande 
y representa bien el conjunto general (es representativa), 
la conclusión sobre la estrechez de la dependencia lineal 
entro caracteres, obtenida por los dalos de la muestra, en 
cierto grado puede sor extendida al conlunlo general, l'or 
ejemplo, para estimar el coeficiente de correlación r, de un 
conjunto general normalmente distribuido (para n > SO) 
se puede utilizar la fórmula 


- 3 -^7r- 5 ='«^ r -+ :, 


14 rfc 


A o/a 1. El aigno del codicíenlo de correUción mucslral coincide 
con el signo do los coeficientes do regresión muéstrales, lo quo so des¬ 
prendo de los fórmulas ($ ó): 


Pnr = r m -2i-. (,) 

Neta 2. El coeficiente de correlación mucslral es igual a la inedia 
geométrica de loa codicíenles muéstrales de regresión. En electo mul¬ 
tiplicando miembro a miembro, primeros y segundos, de las igualdades 
(*) obtenemos: 

PwPz»“”Íi. 

De aquí _ 

'r* = ± VPísPij- 

E1 signo quo afecta el radical, de acuerdo con la nota 1, debo coincidir 
con el signo de los coeficientes do regresión. 


§ 8. Método de los cuatro campos para el cálculo 
del coeficiente de correlación muestra! 

Supongamos que por los dalos de la tabla de correlación 
hay que calcular el coeficiente de correlación inuestrnl. 
El cálculo se simplifica considerablemente si se pasa a las 
varianles condicionales: 

^ y u '- JU Hr 1 ’- 

En este caso el cocficicnto de correlación mucslral so cal¬ 
cula por la fórmula (la transición a las variantes condicio¬ 
nales no altera la magnitud r m): 

Vlv— 


278 



Las magnitudes u, u, o„ y o 0 pueden ser calculadas por 
el método de los producios (cap. XVII, § 4). Queda por 
enseñar el método de cálculo de 5) ^uu. Precisamente para 
esto se utiliza el método de ¡os cuatro campos. El nombre de 
este método se debe a que la linea y la columna que se 
intersecan en la casilla que contiene la frecuencia máxima, 
dividen la tabla de correlación en 4 partes, llamadas campos. 
Los campos so enumeran como está indicado en la tabla 14. 


Tabla H 


u 

9 \ 


0 



sx 


tt 

0 


Ircrucii 

núxinw 



III 


IV 


Vamos a mostrar cómo se realiza el cálculo, para lo cual 
nos limitaremos por ahora al campo I. Supongamos que la 
parle de la tabla que contiene el primer campo, está repre¬ 
sentada en la forma de la tabla 15. 


Tabla 15 



- j 

-j 

-i 

_ 2 

-1 

¡ 

i 

- 

- 

a» 

n 


Hallamos los productos de los pares de variantes u y v. los 
alojamos en los ángulos superiores derechos de las casillas 
que contienen las frecuencias correspondientes. Por ejemplo, 
el par de variantes u = —3 y o = —2 se observó 5 veces; el 
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producto uv — (—3)-(—2) - ti lo colocamos cu el ángulo 
superior derecho do lit casillo que conlieno lo frecuencia 5. 
Llenando do manera semejante las restantes casillas del 
primer campo, obtenemos la tabla 1G. 

Tcbla JO 


u 

X \ 

D 

D 

-1 

. •* 

m 

Ri 

m 

—\ 


ll 

2o 

H¡ 


Análogamente se llenan las casillas de los demás campos. 
Por consiguiente, en cada casilla (que contiene la frecuencia 
Huc). resulta también escrito el producto uv, queda multi¬ 
plicar los dos números n ur y uv de cada casilla y sumar los 
resultados: en conclusión obtenemos el número buscado 
y ¿ r,„iu.-. 

Para verificar convenientemente los cálculos los produc¬ 
tos do los números R„„ y :w\ hallados de cada casilla se su¬ 
man separadamente] por cada campo; además, so calcula 
también por lincas y por columnas de cada campo. La .simia 
rio los números »„»•«i- de las líneas del campo se escriln* en 
aquella de las columnas adicionales dispuestas a la deierli i 
que tiene la cifra del campo, cuyos números se sumaron. 
La suma de los números n uc til’ de las columnas del campo 
se escribo en oquclla de los lincas adicionales iiliie.id.is nlinjii 
que tiene la cifra del campo, cuyos números se siiinnimi. 
Las sumas (le los números de cada campo por separado -e 
escriben en el ángulo inferior dererlm de la tabla en riiulrit 
casillas (le totales. Por último, siiniaurlii ludas lie iii'iiiieios 
de las casillas de totales, se Italia el nútnoro buscado. 

Esquema! ¡cántenle 1a tabla do cálculo tiene la forma de 
la tabla 17. 

Expliquemos cómo so ha completado la tabla 17 (para 
mayor claridad realizaremos el cálculo sólo para el primer 
campo). 
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TaMc 17 



Hallamos las sumas de los producios rr„„ y uu de las 
lineas del primer campo (5 6 + 7-4 = 58; 20-2 + 23-1 = 
= 63) y las colocamos en la columna adicional I. 

Hallamos las sumas de los producios u„ v uv de las 
columnas del primer campo (5-6 -- 30; 7 -4 + 20-2 = 68 ; 
23-1 == 23) y las colocamos en ln linea adicional 1. 

Hallarnos la suma de los números de la columna adicio¬ 
nal I (58 -| 63 - 121) y la escribimos en la primera casilla 
do Inlnl (en el primer ángulo inferior de la labia). 

I’nru verificar Mintamos lodos los nú me ros de ln linea 
arlifintral (30 | US 23 -- 121). 

Análoganieiile se calculan por los demás campos. 

Ejemplo. Calcular el coeficiente de correlación mucstral 
por los dalos rio las labia do correlación 18. 

soi.i>i'.ion. I'asamos a los variantes condicionales; 

" —¡~ - - 777 - (romo cero accidental c, se lia lomado 

la variante 1 = 40 quo liene la frecuencia máxima; el 
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poso h, es igual a la diferencia entre (los variantes conti¬ 
guos: 20 — 10 = 10) y 


Tibie 18 


Si 

10 

20 

JO 

40 

SO 

D 

D 

15 

5 

Í2 

m 

B 

B 

B 

D 

25 


20 

23 

B 

El 


43 

35 


6' 

30 

□ 

E 

B 

79 

45 

- 


10 

ti 

20 

m 

B 

55 


B 

a 

9 

• 



«X 

5 


53 

B 

29 

9 

■-a» 


v=- (como cero accidental c, se lio tomado 

la variante y = 35 que tiene la frecuencia máxima; el paso 
h, es igual a lo diferencia entre dos variantes contiguas 
25 — 15 = 10). 

Formamos la tabla de correlación en las variantes condi¬ 
cionales. Prácticamente se procede del modo siguiente: 
en la primera columna en ver de la variante (35). de frecuen¬ 
cia máxima, so escribe el 0; sobre el cero se escribe sucesi¬ 
vamente —1, —2; bajo el cero se escribe 1. 2. En la primera 
linea en lugar do lo variante (40). que tiene la frecuencia 
máxima, se escribe el 0; a la izquierda del cero so escribe 
sucesivamente —1, —2. —3; a la deredm del cero so escribe 
1, 2. Todos los deoiás dalos se copian de la tabla de correla¬ 
ción original. Como resultado obtenemos la tabla do correla¬ 
ción 19 en variantes condicionales. 

Las magnitudes u. v, o. y a, se pueden bailar por el 
método de los productos; sin embargo, puesto que los núme¬ 
ros u (l vj son pequeños, calculamos u y u. partiendo de la 
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definición del valor medio, yo, y o„, utilizando las fór¬ 
mulas (cap. XVf, $ 10): 


0 u _Vu*-(¡í)\ o.-K’u»-(¡>)*, 


Tabla 19 


59 

B 

B 


B 


3 

D 

■ Di 

i 

7 

E 

B 


- 

12 

-• 

- 

20 

24 



a 

43 

o 


B 

30 

47 

2 


79 

i 



10 

11 

20 

6 

47 

2 

a 

B 

B 

O 

£ 


19 




63 

67 

29 


n — 200 


Hallamos u y r. 

S""“ 5-< —:t| | 27-( ||-|-6 :í-( —21 + 20-1+9 2 


100 

v„„„ 12 ,_2)-M3-(-i)+«7-1-H9 Z 
a liST * 


= -0,425; 


0,09. 


Calculamos la luegiiiliid auxiliar iT*, y luego o 0 : 


\' ¡7--<u) ! ~/1,405 - 0,425*-1,106. 


Análogamente obtenemos n„ — 1,209. 

Hallamos ^¡ii ub hp por el mólodo de los cuatro campos, 
paro lo cual formamos la tabla de cálculo 20. 
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Sumando los iiúmoros de las casillas de lotol (4 casillas 
en el ángulo inferior derecho «le la tabla 20), obtenemos 
£iW«> = 121 - 10 -r 5S — 109. 


Hallamos el coeficiente ile correlación buscado: 

"SI69-3X) (-0 e» i>.09 _ni\n; 

r,u »,a„0„ ’UO-I.IOUI.L’US ' ” 

De cale modo. 

r m - 0,1403. 

§ 9. Ejemplo de hallazgo de Ia ecuación de la recta 
do regresión maestral 

Ahora, cuando sabemos como calcular r m . es oportuno 
dar un ejemplo de cómo hallar la ecuación de la recta de 
regresión. 


2 Si 
























I’ucslo i|lle llura bailar r m ya so lian calculado «, v, 
o„, a„, conviene utilizar las rórmulas: 

= A,o„, a„= h t o„ z=uó,+ C,, 

Ü=«hi+ct. 

A(|ii¡ se lian conservado las notaciones del párrafo anterior. 
Itecomcnrlnnrog a los lectores deducir individunlmentc estas 
fórmulas. 

Ejemplo. Hallar la venación muestra! do la roela do la 
represión «le Y en X por los dalos de la tabla de correlación 
18 del ejemplo del párrafo precedente. 

someros Escribimos la ecuación Imscada en forma 

general: 

El coeficiente de correlación se calculó en el párrafo 
anlerioi Queda bailar j, y, o x y o*: 


z=ü/ii + e,= -0,425-10 + 40 = 35,75; 
y=Zht + c t = 0,09-10 +35 = 35,0; 
o, - o, ./|, = 1,100 10 = 11,00; 
o, = oji. = 1,209-10 = 12,0U. 

Sustituyendo las magnitudes bailadas en (*), obtenemos la 
ecuación buscada 

F, —35.9 = 0,003 -JMj! (!_35,75), 

o bien, finalmente 

y x = 0,650z-j-12,34. 

Comparamos las medias condicionales calculadas: a) 
por esta ernarión: I.) por las dalas de la tabla do correla¬ 
ción 18. I’ur ejemplo, poro x = 30: 


a) p»=0,G59-30 + 12.34 = 32,11; 


- 21 25+ao-3S+IO-« 

*» =-63- 


32,9-1. 


Como podernos apreciar, la concordancia de las medias 
condrctonales calculada y observada es satisfactoria. 
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§ 10. Consideraciones preliminares al establecimiento 
•le In medida tic cualquier enlace de correlación 


Ya hemos examinado la estimación de la fuerza de un 
enlace de correlación lineal. ¿Cómo estimar la fuerza do 
cualquier enlace do correlación? 

Supongamos quo los dalos de las observaciones de los 
caracteres cuantitativos X e Y están expuestos en una 
tabla do correlación. Podemos considerar quo los mismos 
valores observados de 1' eslán descompuestos en grupos; cada 
grupo contiene los valores de Y que corresponden a un 
valor determinado de X. 

Por ejemplo, está dada la tabla de correlación 21. 

Tabla 21 


X 

y \ 

a 

9 

3 

4 

13 

S 

6 

7 

n x 

10 

20 

lx 

4.2 

3.7 


Al primer grupo pertenecen los 10 valores de Y (4 veces 
se observó y, = 3 y 6 veces y t = 5) que corresponden a 

ii = 8. 

Al segundo grupo pertenecen los 20 valores do Y (13 voces 
so observó y, =■ 3 y 7 veces y. = 5) que corresponden a 
*, = 9 . 


Las medias condicionales ahora las podemos llamar 
medios de grupos: la media de grupo del primer grupo es 
Ve — 6 5 = 4.2; la media de grupo del segundo 

grupo es y, = 13 3 ^ 7 5 - 3.7. 

Puesto que lodos los valores del carácter Y están descom¬ 
puestos en grupos, la dispersión general del carácter se puede 
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represeulnr en forma de soma de dispersiones dentro de 
grupo y entro grupo (cap. XVI, § 12): 

/>lúa — Odtn. ,ru + D„, sru- (•) 

Demos liáronlos el cumplimiento de las tesis siguientes: 

1) sí y está vinculada con X por una dependencia fun¬ 
cional, tendremos que 

^ent. era ^ 
n in 1 

2) si y está vinculada Con X por una dependencia do 
correlación, entonces 

1 '» -. 

—T i _ <1- 


demostración. t) Si Y está vinculada con X por una 
di’finnU'iiria ¡uiulonat, o un valor doterminodo do X corres¬ 
pondo un solo valor de y. En este caso, cada grupocontiene 
valores de y* iguales entre sí, por eso la dispersión de grupo 
de cada grujió es igual a cero. Por lo tonto, lo media aritmé¬ 
tica de las dispersiones de grupos (ponderada por los volú¬ 
menes de los grupos), es decir, la dispersión dentro de grupo 
Miro gru =* 0 y la igualdad (•) tiene la forma 


De aquí 


/>« □ = D. 


' gCD 

ü r , 


»ot gro- 


= 1 . 


w) Si ) cslá vinculada con A' por una dependencia de 
correlación, a un valor determinado de X corresponden, en 
general, distintos valores de Y (que forman el grupo). En 
este caso la dispersión de grupo de cada grupo es distinta 
de cero. I’or lo tanto, la media aritmética de las dispersiones 
do grupos (ponderada por los volúmenes de los grupos) 
^dtn B ru 0. Entonces (un sumando positivo, es decir 
"fnt gm os menor <|uo la sumo do dos sumandos positivos 

Alen cru -1* Ant afU =- O '* 


Kru 


geni: 


De nipií 


I < A 


l’«ir t'jcinpln. si 



a- .. - v Murrajiuiiiic y. = i, «QCI 

ó so observó O veces, el grupo contiene 5 valores de y , — 7. 


3 corresponde y l = 7; «demás, 
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Do Jos luxonamii-iiios expuestos Se aprecio que cimillo 
huís próximo ii In funeioniil es el vinculo ouLre los en raelores, 
lanío menor es De ,„._ cru , y, por lo Imito. Unto más So npro- 
aimaró 0 w i.*ro a D sn . y en consecuencia, la «fació» 

-Jp f a I» unlilutl. Do aquí está doio quo romo medida 
•lo "la íucrxo ilo la dependencia ilo correlación conviene con¬ 
siderar lo relación entre h dispersión cnlre pupo y la geni- 
mi o lien, lo que M cqiiivolciile, lo relación entro lo desvio 
Ción ciiadr.il ico media entregrupo y l.t desviación cundrúllc.i 
modín genera!. 

5 II, Relación de correlación mucsiwil 

Paca estimar lia Íucfía ilol enlace de rorro! ación lineal 
entre los caracteres de uno muestra se utiliza el codicíenlo 
de correlación muestra!. Pura estimar In fueran del enluce 
de correlación ■ o lineal se introducen nuevas c.uaclorijliccs 
generales: 

relación de ronul.u ión muestra I entre Y y .Y; 

••I,,. relación de correlación rupestra 1 cutre í ’e Y. 

Sé llama Hilarión da rarrelBción muestra! de Y a ,Y i|i 

relncióii entre i a desviación íinidnilica inoilia ónice grupo» 
y la desviación cuadrática media geiiei.il del enejeter Y 


o bien en olías notaciones 



>l.x a 




Aquí 



doiulo « es el volumen de !•> muestra ISum» d« todas lar 
frecuencias); 

a x es la fmeuéócit del valor s del carúclar A; 

«„ es lo frecuencia del valor u del r.ir.ictor )'; 
i / es la media gcncrnl del carúclar Y; 
ij, es la tuedia eondiclonnl del Caréclor Y 
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.Análogamente sc¡ determina la relación de correlación 
mucslral de X a Y: 


o, • 

Ejemplo. Hallar por los datos de la tabla de corre¬ 
lación 22. 

Tabla 12 


N \ v 

Y X. 

10 

-’O 

30 

-> 

iá 

4 

23 

G 

38 

25 

r, 

- 

G 

12 


ID 

2S 

12 

u = ÓU 


21 

13 

2U 



SOLUCION. Hallamos la inedia general 

n m 

Encontramos la desviación cuadrática media general 

..-l/SSEE- 

^/ 36tló-l7.4>»-H2(2j-li.4l» 

Hallamos la desviación cuadrática meilia entre grupo 

* x r n 

_ j / I0(2I - 17.4)= +28 (15- 17,4)=+ 12 (20- l7.4p _ ? ^ 
La relación de correlación buscada es 


19-0360 


289 



5 12. Propiedades de la relación de correlación mucstral 


Puesto que q, f tiene las mismas propiedades que q„ t 
enumeraremos solamenlo les propiedades de la relación 
de correlación mucstral q„ cuya notación, para simpleza, 
en adelante la designaremos por q y, para sencillez verbal, 
la llamaremos •relación de correlación». 

1. La relación de correlación satisface la dable desigualdad 

o=Sn<i- 


dbmostiucion. La desigualdad q ¿í U insulta Jo 
que q es una relación do números no negativos, o son, de 
desviaciones cuadráticas inedias (de cnlrcgruposal general) 
l'ara demostrar la desigualdad q < 1 utilizamos la 
fórmula 


Dividiendo 

obtenemos: 


o bien 


««« = «ara.stu ¡- 

ambos miembros do la igualdad por U eeD , 


gro 


+ 


D cnt. cru 




Puesto que ambos sumaudos no son negativos y su suma es 
igual a la unidad, cada uno de ellos no es mayor que la uni¬ 
dad; en particular 

VO- 

Teniendo en cuenta que q ^ 0, deducimos: 

0 <q<l. 

2, St q — 0, tendremos que el carácter Y no está iinculudo 
con el carácter X por una dependencia de con elación 
demostración. Por los datos 


De aquí 

y, por lo lauto, 


>1 = ^ = 0 . 


Oral gre “ 0, 
«ral gn. - 0. 
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La dispersión entre grupos es la dispersión de las medias 
condicionales (do grupo) y, con respecto a la media general 
y. La dispersión entre grupos igual a cero significa que 
para todos los valores de X las medias condicionales conser¬ 
van un valor constante (igual a la media general). En otras 
palabras, cuando q 0 la media condicional no es una 
función do X, lo que significa que el carácter Y no está 
vinculado por una dependencia de correlación con el carác¬ 
ter X. 

Kola 1. So puede demostrar también la enunciación inversa: 
si el carácter Y no está vinculado con el coráctci X por una dependen¬ 
cia de correlación, tendremos que q = 0. 

3. 5i q = 1, el carácter Y está vinculado con el carácter 
X per una dependencia ¡uncional. 

DEMOSTRACION, l’or los datos 


De aquí 


1 = 


Ocal, gru 
°ecn 


= 1 . 


Ggen — Oenl gru* 

Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad, 

obtenemos 

®gen *“ D fo i.g r j t«) 

l'ueslo que 

Dgfn = Odea gru — Dgal gro» 

en virtud de (*) 

/W,m = l>. (**) 

Dado que la dispersión dentro de grupo es la media arit¬ 
mético de las dispersiones de grupos (ponderadas por los 
volúmones/le los grupos), do la (*•) so deduce que la disper¬ 
sión de cada grupo’ (de los valores do í" correspondíanles 
a un valor determinado de A) es igual a cero. Esto significa 
que el grupo tiene iguales valares de Y, es decir, a cada 
valor de X correspondo un valor de Y. Por lo tanto, cuan¬ 
do q = 1 el carácter y está vinculado con el carácter X 
por una dependencia funcional. 


Kola 2. También se puedo demostrar la enunciación inversa: 
si el carácter V está vinculado con el carácter X por una dependencia 
funcional, entonces q 1 . 
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Enunciamos dos propiedades más sin demostración. 

4. La relación de correlación mueslral no es menor que la 
magnitud absoluta del coeficiente de correlación mueslral 

n > !n»|. 

5. Si la relación de correlación mueslral es Igual a la 
magnitud absoluta del coeficiente de correlación mueslral, tie¬ 
ne lugar una dependencia de correlación lineal exacta. 

En otros palabras, si q = | r m |, los puntos 

(*l. ¡ti). (*«. U-J .(*., lln) 

se encuentran sobro la recta lio rcgrcción bailada por ol mé¬ 
todo de cuadrados mínimos. 


á 13. Kcladún de correlación rumo medida de enlace 
de correlación. Méritos c insuficiencias de esta medida 

En el párrafo anterior se estableció que: si t| - 0, los 
caracteres no están vinculados por una dependencia de co¬ 
rrelación; si i] = I, tiene lugar la dependencia Funcional. 

Demostremos que al crecer q el enlace do correlación se 
hace más estrecho. Para ello transformemos la correlación 


Dgen — Daca gru D,.„, .fu 

del modo siguiente: 

«--"M l-^H- 

o bien 

De en gra - Dgcn (I — 'Pl 


Sí q i, entonces snl -r 0, por lo tanto, también tien¬ 
de a cero cada una de las dispersiones do grupos. Kn otras 
palabras, ni aumentar q los valores do Y correspondiente* 
a un valor determinado do X, se diferencian cada vos menos 
entre sí y el vinculo do Y con X deviene más estrecho, pa¬ 
sando a la funcional, cuando q = I. 

Ya que en los razonamientos no so hicieron suposiciones 
sobro la forma del enlace de correlación, q sirve de medida 
de la estreche: del enlace de cualquier forma, incluso lineal. 
En esto reside la ventaja de la relación de correlación en 
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compunción con el coeficiente de correlación que estima 
solamente la estrechcr. de la dependencia lineal. Al mismo 
tiempo, la relación de correlación tiene insuficiencia: no 
permito juagar cnón prójimos so encuentnn los puntos 
hallados por los datos de las observaciones, a una curva de 
(orma determinada, por ejemplo, a una parábola, hipérbola, 
etc. Esto se debe a que no lomamos en consideración la for¬ 
ma del enlace al definir la relación de correlación. 


§ Id. Casos elementales de correlación curvilínea' 

Si la gráfica de la regresión y x = / (i) o bien i, ■= (y) 
se representa por una curva, la correlación se llanta curvilí¬ 
nea. 

Por ejemplo, la función de lo regresión de Y en .Y puede 
tener la formn: 

= (correlación jiarabólica de segundo orden); 

y, = ai 3 + bx* + ex -f d (correlación parabólica do torcer 
orden); 

lix=— t-ó (correlación hiperbólico). 

La teoría de la correlación curvilínea resuelve los mismos 
problemas que la leoria de la correlación lineal (estableci¬ 
miento de la forma y la estrechez del enlace de correlación). 

Los parámetros desconocidos de la ecuación de regresión 
se buscan por el método de cuadrados mínimos. Para estimar 
la estrechez de la correlación curvilínea se utilizan las rela¬ 
ciones de correlación muéstrales ($ II). 

Para aclarar la esencia del problema, nos limitaremos a la 
correlación parabólica de segundo orden, suponiendo que los 
datos de n observaciones (muestra) permiten considerar que 
precisamente tiene lugar esta correlación. En este caso, la 
ecuación de la regresión maestral do Y en X tiene la forma; 

(.) 

donde A, B, C son parámetros desconocidos 

Aplicando el método de cuadrados mínimos se obtiene el 
sistema de ecuaciones lineales respecto a los parámetros in¬ 
cógnitas (omitimos la deducción, puesto que no contiene 



nada nuevo en comparación con el § 4): 


(S"^)-4 + (S"^)fl+(S^)C=En,^ 1 ; 

(2 nxT 5 ) A +■ ( 2 n** 1 ) B + ( S n,z) C= 2 n,y,x\ 
(2 «X**) A -f ( 2 n r r) B + nC = 2 ".U*- 


(••) 


Los parámetros' A, B, C hallados de esto sistema so sustitu¬ 
yen en (*), obteniendo como resultado la ecuación de regre¬ 
sión buscada. 

Ejemplo. Hallar la ecuación do la regresión muestra! do Y 
on X del tipo y„ — Az' + Bz + C por los dalos de la ta¬ 
bla de correlación 23. 

Formamos la tabla do cálculo 24. 

Poniendo los números (sumas) de la línea interior de la tabla 
24 en (**) obtenemos el sistema: 


74,98 A + 67,48 B + 60,89 C = 443,93, \ 

67,48 A + 60.89 B 55,10 C = 373,30, i 

60.89 A -f 55,10 B 4- 50 C = 337,59. J 


T*hla 33 


X 

Y 

» 

l.l 

1.2 

»0 

6 

8 

* 

- 

10 

7 

- 

3" 

- 

3(i 

7.5 

- 

1 

9 

10 

W* 

K 

x\ 


H 41 

Vx 

C 

G.n 

7.fi 
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Tabla 24 


a 

c 

B 

c 

ES 

E 

V* 

□ 

W> 

w* 

a 

8 

6 

8 

8 

8 

8 

48 

48 

48 

□ 

33 

6,73 



43.01 

48,32 

222.09 

24 i.30 

268,73 

i.2 

D 

a 

10,8 

12.06 

15.55 

18.66 

67.50 

SI 

H 

s 


S 

55,1 

00.80 

67.4S 

74,OS 



413,9.1 


Resolviendo este sistemo, hallamos 

A = 1,94, B = 2,98. C = 1.10. 

Escribimos la ecuación de regresión buscada: 

F«-l,94**+ 2.98i + l. 10. 

Se demuestra fácilmente que las medias condicionales, 
calculados por esta ecuación, se diferencian poco de las me¬ 
dias condicionales de la tabla de correlación. Por ejemplo, 
para z, = I hallamos: por la tabla y, = 6: por la ecuación 
y, = 1,94 + 2,98 + 1,10 = 6,02. Por consiguiente, la ecua¬ 
ción hallada concuerda bien con los datos de las observacio¬ 
nes (muestra). 

$ 15. Concepto de correlación múltiple 

Hasta aquí se examinó el enlace de correlación entre dos 
caracteres. Si se estudia el enlace (o vínculo) entro varios 
caracteros, la correlación se llama múltiple. 

En el caso elemental el número de caracteres es igual 
a tres, y el enlace entre ellos, lineal: 

s = ax -f by + c. 

En este caso surgen los siguiontes problemas: 

1 ) hallar por los datos de las observaciones la ecuación 
do enlace del tipo 

C) 


t = ,1a: + By + C, 
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es decir, hay que encontrar los coefie.entes de regresión de 
A y B y el' parámetro C: 

2 ) estimar la estrechez do enlace entro /. y ambos caracte¬ 
res X. Y; 

3) estimar la estrechez do enlace ontre Z y X (para Y cons¬ 
tante), entre Z e Y (para X consunto). 

El primer problema se resuelve por el método do cuadra¬ 
dos mínimos; además, en lugar de la ecuación (•) conviene 
buscar una ecuación de enlace de tipo 

t — z = A (x—I) + B (ij -y), 

donde 

A _ '*■— r n r «e °« . „ r #I — r„r, t o, 

’- r tv °7' T=H„- 

Aquí r,., r,,, r,„ son coeficientes de correlación respecti¬ 
vamente entre los caracteres X y Z, Y y Z, X o Y: tr,, a,,, a, 
son las desiviaciones cuadráticas medias. 

La estrechez de enlace del carácter Z con los caracteres X 
e V se estima por el coeficiente de correlación común muestral: 


*- V- 




además 0 < R ^ 1 . 

La estrechez de enlace entre Z y X (para Y constante), 
entre Z e Y (para X constante) se estima respectivamente 
por los coeficientes de correlación parciales muéstralas: 




r *: f xy r vt 
Víl-ri.KI-rJ.., ’ 


r »«- r r'j r r: 

V(l-'5 t )(l-r 


Estos coeficientes tienen las mismas propiedades y el 
mismo sentido que el coeficiente de correlación muestral 
ordinario, es decir, sirven para estimar el enlace lineal entro 
caracteres. 
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Problemas 


En ¡os problemas 1-2 se don las tablas de correlación. Hallar: 
0 > r m¡ b ) las ecuaciones de la-rectas de regresión muéstrales; c) i), x y t| xl| . 

I. 











































Continuación de la tabla 2) 


Si 


6 

125 

I5S 

IBS 

215 

B 


50 


8 

5 

O 

B 

s 

17 

ioi ,is 

1# 


D 

5 

7 

2 

- 

15 

145 

70 



O 

a 

m 

B 

2 

200 

m, 


!l 

10 

M 

3 

B 


■ 

Vx 

31 ,44 

«.76 

55 

56.36 

03..33 



m 


Respuesta a) 0,825; 


y x -0,23r4 21,78, x r *2,92 y—27,25 
tiy X =0^S59. *0,675. 

En los problemas 3—4 hay que hallar las ecuaciones do regresión 
muéstrales i/ x = /lx ! -f- Dz -f C por los datos de la tabla de correla¬ 
ción. 


N. * 

V 


'a 

5 

\ 

25 

20 

- 

- 

20 

65 

- 

30 

i 

31 

110 

- 

1 

48 

49 


20 

31 

49 

n = 100 


Respuesta y, - 2.92x* + 7,27x-1,25. 




































l 

2 

"rr 

2 

30 

i 

31 

G 

t 

18 

19 

n * 

31 

19 

n-50 


fíei/iuesla y x = 0,39r 2 +- 2.í9r — 0.75. 


Capítol» ilit-7. y nuevo 


VERIFICACION ESTADISTICA DE LAS 
llirOTESIS ESTADISTICAS 

§ 1. Hipótesis estadística. Hipótesis nula y concurrente, 
simple y compleja 

Frecuentemente liay que conocer la ley de distribución do 
un conjunto general. Si la ley de distribución es descono¬ 
cida. pero existen las bases para suponer que ella tiene una 
forma determinada (llamémosla A), presentamos la hipó¬ 
tesis" el conjunto general oslé distribuido por la ley A. Por 
consiguiente, en esta hipótesis se habla del Upo de distrlbu- 
citn supuesta. 

Puede darse el caso en que se conoce la ley de distribu¬ 
ción, pero no sus parámetros. Si hay razón do suponer que el 
parámetro incógnita 0 es igual a un valor determinado 0 O , 
formulamos la hipótesis: 0 = 0 O . Por consiguionto, en 
esta hipóles» so habla de la magnitud supuesta del parámetro 
de una distribución conocida. 

Son posibles, también, otras hipótesis: sobro la igualdad 
do los parámetros do dos o varias distribuciones, sobro la in¬ 
dependencia de las muestras, etc. 












La hipótesis sobre el tipo de la distribución desconocido, 
o sobre los parámetros de los distribuciones conocidas se 
llama estadística. 

Por ejemplo, serán estadísticas las siguientes hipótesis: 

1 ) el conjunto general está distribuido según la ley de 
Poisson; 

2) las dispersiones de dos conjuntos normales son iguales 
entre sí. 

En la primera hipótesis se supuso sobro el tipo de la dis¬ 
tribución desconocida, en la segunda, sobre los parámetros de 
dos distribuciones conocidas. 

La hipótesis «en el año IOSO no habrá guerra* no es esta¬ 
dística, puesto que en ella no se trata ni del tipo ni de los 
parámetros de la distribución. 

A la par de la hipótesis presentada se examina la hipóte¬ 
sis que la contradice. Si la hipótesis propuesta es rechazada, 
tiene lugar la hipótesis contradictoria. Por esta causa, con¬ 
viene distinguir estas hipótesis. 

Se llama nula iiundamental) la hipótesis //„ presentada. 

Se llama concurrente (alternativa) la hipótesis II¡ que 
contradice la hipótesis nula o fundamental. 

Por ejemplo, si la hipótesis fundamental consiste en su¬ 
poner que la esperanza matemática a de una distribución 
normal (gmissiana) es igual a 10. la hipótesis concurrente, en 
particular, puede consistir en la suposición de que a 10. 
Resumidamente esto so escribe asi: 

//„: a = 10; //,: a =e= 10. 

So distinguen las hipótesis que contienen sólo una supo- 
sición y las de más do una. 

La hipótesis se llama simple cuando contiene sólo una 
suposición. Por ejemplo, si >. es el parámetro de una distri¬ 
bución exponencial, la hipótesis //„: X = 5 es simple. La 
hipótesis W„: la esperanza matemática de una distribución 
normal, igual a 3 lo es conocida), es simple. 

La hipótesis se llama compleja cuando esta compuesta de 
un número finito o infinito do hipótesis simples. Por ejem¬ 
plo, ln hipótesis compleja II: X > 5 está compuesta de uno 
multitud de hipótesis simples de tipo = 6i. donde 

ft, es un número cualquiera mayor que 5. La hipótesis H 0 : 
la esperanza matemática de una distribución normal, igual 
a 3 (o incógnita), es compleja. 
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§ 2. Krmrcs de primer y <lc segundo género 

l.a hipótesis presentada puede ser cierta o errónea, por eso 
surge la necesidad de su verificación. Puesto que lo verifica¬ 
ción se realiza poi métodos estadísticos, la misma se llama 
estadística. Debido a la verificación estadística de la hipó¬ 
tesis en dos Casos su puede haber lomado uno resolución inco¬ 
rrecta, es docir, pueden permitirse errores de dos géneros. 

Jil error de primer género consisto en que será rechazado 
la hipótesis verdodora. 

Kl error de segundo género consiste en quo será admitida 
la hipótesis errónea. 

Cabo hacer notar quo las consocuuncins de estos errores 
pueden sor muy diferentes, l'or ejemplo, si so rechaza la 
solución correcta de «continuar la construcción do una vivien¬ 
da», esto error de primer género entraña una pérdida molo- 
rul; si so tuina la resolución incorrecta de «continuar la 
construcción», a posar del peligro do derrumbo de la cons¬ 
trucción, esto error «le segundo genero puede ocasionar la 
muerto de personas. Desdo luego, podemos exponer ejemplos, 
en los cuales et error de primer género da lugar a consecuen¬ 
cias más grnvos que el error de seguudo género. 

ÍOola i. También en dos casos se puede lomar una resolución 
correcta: 

1) la hipótesis so admite; además, en realidad ella es correcta; 

2) Ja hipótesis se ruchara; además, en realidad ella es falsa. 

eróla 2. I.a probabilidad de cometer un error de primer género so 

designa por a, y se llama nivel de significación, el que coa mayor fre¬ 
cuencia tnnni el valui U.Oá o bion 0.01. Si, por ejemplo, se lomo el nivel 
de significación igual a u.f>5, significa que en cinco casos do cien arries¬ 
gamos cometer un errot ilc primer género (rcchatar un» hipótesis co¬ 
rrecta). 


§ 3. Criterio estadístico de verificación de la hipótesis nuln. 
Valor oliscrvndo del criterio 

Para verificar la hipótesis nula (cero) o fundamenta) se 
ulilizn una magnitud aleatoria especialmente escogida, 
cuya distribución exacta o aproximada es conocida, lista 
magnitud so designa por U o bion si está distribuida nor¬ 
malmente; por /•' o i", según la ley do Fisbcr—Snodecor; 
T, según la loy / do Sludciil, y’, por la ley de «j¡ cuadrado», 
ote. l'ucsto que en este párrafo no se tomará en cuenta el 
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lipo <le distribución, designamos esta magnitud por K 
a fin do generalizar. 

Se llama criterio estadístico (o siinplomento criterio ) la 
magnitud aleatoria K que sirve para verificar la hipótesis 

fundamental. 

l‘or ejemplo, si so verifica la hipótesis de igualdad de las 
dispersiones de dos conjuntos generales normales, como crite¬ 
rio K se toma la relación de las dispersiones muéstrales co¬ 
rregidas: 


Esta magnitud es aleatoria, ya que cu distintas pruebas las 
dispersiones lomarán distintos valores proviamcnlc descono¬ 
cidos, y está distribuida por la ley de Fisher— Snedecor. 

l’ara verificar la hipótesis por los dalos de las muestras 
se calculan los valores particulares de las magnitudes que en¬ 
tran en el criterio, y. por consiguiente, se obtiene un valor 
particular (observado) del criterio. 

Por el color observado empírico Aob, se designa el valor 
del criterio, calculado por las muestras. 

Por ejemplo, si peí dos muestras extraídas de conjuntos 
generales normales, se bailan las dispersiones muéstrales co¬ 
rregidas sj = 20 y 4 = j, el valor observado del criterio 
F es 




§ 4. Reglón critica. Región de aceptación de la hipótesis. 
Puntos críticos 

Después de elegir, un criteuo determinado, el conjunto do 
todos sus valores posibles se dividen en dos subconjuntos no 
inlersecablcs: uno de ellos contiene valores del criterio, 
para los cuales la hipótesis nula se rechaza, y el otro, para 
los cuales ella se acepta. 

El conjunto de valores del criterio, para los cuales la 
hipótesis fundamental se rechaza, se llama región critica. 

El conjunto de valores del criterio, para los cuales la 
hipótesis se acepta se llama región de aceptación de la hipó¬ 
tesis (región de valores admisibles). 

El principio fundamental de verificación de la hipótesis 
estadística puede formularse así: si el valor observado del 

302 



criterio corresponde a la región critica, la hipótesis se recha¬ 
za; si el valor observado del criterio corresponde a la región 
de aceptación de la hipótesis, la hipótesis se acepta. 

I'ncsloqiiocl crilerio A" es al mismo tiempo una magnitud 
nlealoiia, todos sus valores posibles pertenecen a un cierto 



Kig. 23. 

iulorvalo. l'oreso, la región critica y la región de aceptación 
do la hipótesis también son intervalos, y, por lo tanto, exis¬ 
ten inultos que los separan. 

Los puntos que separan lo región critica de la región de 
aceptación de la hipótesis se llaman puntos críticos (limi¬ 
tes) A- cr . 

Se distinguen las regiones criticas unilateral (de derecha 
o de izquierda) y bilateral 

La región critica determinada por la desigualdad K > 
> k cr , donde k CT es un número positivo, se llama de derecha 
(fig. 23, a). 

La región crítica determinada por la desigualdad K < 

< k cl , donde k-, es un número negativo, so llama de tuiuier- 
do (fig. 23. 4). 

La región crítica do derecha o do izquierda se llama 
unilateral. 

La región critica determinada por las desigualdades K < 

< k„ K > k„ donde A, > A„ so llama bilateral. 

lili particular, si los puntos críticos son simétricos res¬ 
pecto o cero, lu región critica bilateral se determina por 
las desigualdades (suponiendo que k e , > 0): 

K < — k cl . K > A crl 

o bien |Mir la desigualdad equivalente |A" | > k c , (fig. 23, c). 
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§ 5. Hallazgo «le la región crítica de derecha 

¿Cóma hallar una región critica? Para responder arguinon 
todamente a esta pregunta se requiere la aplicación de una 
teoría bastante compleja. Nos limitaremos a sus elementos. 
Para precisar, comencemos por hallar la región critica de 
derecha que so delermiua por la desigualdad. 

I K>k ct . 

donde A er > 0. 

Vemos que para hallar la región crítica do derecha es su¬ 
ficiente encontrar el punto crítico. Por lo tonto, surge un 
nuevo problema: «cómo hallarlo? 

Con este propósito so da una probabilidad bastante peque¬ 
ña, o sea, el nivel do significación o. A continuación se bus¬ 
ca el punto critico k c „ partiendo del requisito deque, si es 
válida la hipótesis fundamental, la probabilidad de que el 
criterio A' lome un valor mayor que k cr sea igual al nivel 
do significación aceptada: 

P(R >*„) = a. 

Para cada criterio existen las tablas correspondientes por las 
cuales se halla el punto critico que satisfaga este requisito. 

fíala t. Cuando ya se lia hallado el punto critico, so calcula el valor 
observado del criterio por los dat«s de las muestras, y si resulta que 
A' 0 uj > 1er -c recitara Ja hipótesis fundamenta!; si Á’oij, < A Cf , no 
hay porque rechazar la hipótesis fundamental (cero). 

Ej plumión. ¿Por qué la región crítica de derecha se 
determinó, partiendo de la condición do quo si la hipótesis 
fundamento! es cierta, se cumple la correlación 

f(í>y-«? o 

Puesto que la probabilidad del suceso K > k,, es pequeña 
(a es una probabilidad pequeña), al ser cierta la hipótesis 
fundamental, ou virtud del principio de imposibilidad prác¬ 
tica de los sucesos poco probables, tal suceso no debe ocurrir 
en una sola prueba (cap. II, § 4). Si con todo ésto ocurre, es 
decir, el valor observado del criterio resulta mayor quo k c „ 
ello es debido a que la bipólesis fundamental es falsa, y, por 
lo tanto, debo sor rechinada. Do este modo, lo condición (*) 
determina tales valores del criterio, para los cuales la hipó¬ 
tesis fundamental se rechaza, y que son los que componen, 
precisamente, la región crítica de derecha. 



Nota 2. 121 valor observado del crilerio puede resultar mayor que 
A'e, no jx>rquo la hipótesis fundamental es falsa, sino por otros motivos 
(pequeño volumen de la muestra, insuficiencia del me ludo del experi¬ 
mento, etc.). En esto caso, rechazando la hipótesis fundamental correc¬ 
ta. » corneé un error de primer género. La probabilidad de esto error 
es igual al nivel de significación a. Así, utilizmiuo el requisito (•) 
con probabilidad a arriesgamos cometer un error de primer género. 

Cabo hacer notar, a propósito, que cu las obras respecto de control 
de la calidad de producción, la probabilidad de reconocer como defec¬ 
tuosa una partida de artículos buenos se llanta «riesgo del productor*, 
y la probabilidad de aceptar una partida defectuosa, .nesgo del con¬ 
sumidor*. 

Nota 3. Supongamos que so admito la hipótesis nula; es erróneo 
transar que con ello queda demostrada. En efecto, se sjbc que un cjrui 

Í lo que confirmo la validez de cierta afirmación general, aún no es su 
rmostración, por eso. es más correcto decir «los datos do las observa¬ 
ciones concuerdan con la hipótesis nula. y. por lo lauto, no dan motivos 
para rechazarla*. 

la práctica, para aceptar una hipótesis con mayor certeza, ésta 
v verifica por otros métodos, o bico se repito el experimento aumen¬ 
tando el volumen de la muestra. 

Una hipótesis se rechaza más categóricamente que so acepta. En 
realidad, so sabe aue es suficiente dar un ejemplo que contradiga cierta 
afirmación general, para que esta afirmación se reduce. Si resultase 
que el valor observado del crilerio corresponde a la región crítica, cite 
hecho sirvo precisamente de ojetuplo contradictorio a la hipótesis 
fundamental, lo que permite rechazarla. 


§ 6. Hallazgo de las regiones críticas de izquierda 
y bilateral 

La búsqueda do las regiones críticas de izquierda y bila¬ 
teral se reduce (al igual que para la región critico de derecha) 
a hallar los correspondientes puntos críticos. 

La región critica de izquierdo so determina (§ 4) por las 
desigualdades K < h*, (^ r <0). 

El punto crítico se halla partiendo do la condición do que 
si la hipótesis fundamental os cierta, la probabilidad de que 
el criterio tome un valor menor que A crt sea igual al nivel 
de significación acoplado: 

P (K< k cr ) . a. 

Ln región crítica bilateral se dclorminn (§ ó) por los des¬ 
igualdades K < A,. K > Ay 

Los puntos críticos se hallan partiendo de la condición do 
que si la hipótesis fundamental es cierta, Ja suma do las pro¬ 
babilidades de que el criterio toma un valor menor que k i 
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o mayor que i„ sea igual al nivel de significación admitido: 

P (K<kJ +P (K>kJ = a. (•) 

Eslá claro que los puntos críticos pueden ser elegidos por 
multitud de métodos. Si la distribución del criterio es simé¬ 
trica con respecto a cero y existen fundamentos (por ejemplo, 
para aumentar la potencia •) para elegir los punios simé¬ 
tricos con respecto a cero —k c , y * cl (fr cr > 0) entonces 
P(K<-k',)~P (K>k cl ). 

Teniendo en cuenta la (•), obtenemos 

/> (*>*«) = -§- ■ 

Esta correlación sirve precisamentu para hallar los punios 
críticos de una región critica bilateral. 

Como ya se indicara (§ 5), los puntos rriticos so hallan 
por las tablas correspondientes. 


§ 7. Conocimientos suplementarios sobre la elección 
de la región critica. Potencia del criterio 

Hemos construido la región critica partiendo do la exi¬ 
gencia de que, la probabilidad de que el criterio caiga cu 
ella sea igual a a, a condición de que la hipótesis fundamen¬ 
tal es cierta. Resulta conveniente también oxomiiini la 
probabilidad de que el criterio caiga en la región crítica 
a condición de que lá hipótesis fundamental es falsa, y, por 
lo tanto, cierta la concurrente. 

La probabilidad de que el criterio caiga en la región 
crítica, a condición do que la hipótesis alternativa es cieita, 
se llama potencia del criterio. En otras palabras, la potencia 
del criterio es la probabilidad do que la hipótesis fundamen¬ 
tal sea rechazada si es cierta lo hipótesis concurrente. 

Supongamos que para verificar la hipótesis se loma un 
nivel do significación determinado y ln muestra tiene un 
volumen fijado. Queda al arbitrio ln elección (le la región 
crítica. Mostraremos quo conviene construirla de numero 
que la potencia del criterio sea máxima. 

Nos cercioramos previamente de que si ln probabilidad 
del error de segundo género (aceptar una hipótesis errónea) 


■ La definición de la potencia eslá dada en el 5 7. 
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es igual u p, la potencia es igual a 1—p. En efecto, si p es lo 
probabilidad de mi orror de segundo genero, es decir, del 
suceso: «aceptación de la hipótesis fundamental, además 
de ser cierta la concurrente», la probabilidad del suceso opues 
to: «rechazo de la hipótesis fundamental, además de ser 
cierta la hipótesis concurrente», es decir, la potencia del 
criterio es igual a 

Supongamos que la potencia 1 —p crece; por lo tanto, 
disminuye la probabilidad p de cometer un error de segundo 
género. De este modo, cuanto mayor es la potencia, tanto 
menor es la probabilidad de un error de segundo género. 

Por consiguiente, si el nivel de significación ya se ha 
elegido, la región crítica hay que construirla de manera que la 
potencia del criterio sea máxima. El cumplimiento de esta 
condición asegura un error de segundo género mínimo, lo 
que indudablemente es deseable. 

Nota 1, Puesto que la probabilidad del suceso «se ha cometido uu 
error de segundo género» es igual n p. la probabilidad del suceso opues¬ 
to «no se ha cometido un error de segundo género» es igual a 1—p, 
os decir, igual a la polcada del criterio. líe aquí se deduce que la poten¬ 
cia del oriterio es la probabilidad de que no se cometerá uo error de 
segundo género. 

Sota 2. Está claro que cuanto menor es la probabilidad de los 
errores de primor V segundo género, lanío «mejor» es la región .crítica. 
Sin embargo, para un volumen dado de la muestra, r.o es postóte dismi¬ 
nuir simultáneamente o. y p_; si se reduce a, p crecerá. Por ejemplo, si so 
admite a = 0, se aceptarán todas las hipótesis, incluso las falsas, es 
decir, crece la probabilidad P del error de segundo género. 

¿Cómo elegir más conveniente el a? La respuesta depende de In 
«gravedad de las consecuencias» de los errores para cada problema 
concreto. Por ejemplo, si un enor de primer género da lugar a grandes 
pérdidas, y uno de segundo género, a pequeñas pérdidas, hay que tomar 
a lo más pequeño posiblo. 

Si a va so lia elegido, utilizando el teorema de 1. Neyman 

Í B. Pearsoo, expuesto en cursos más completos, se puede construir 
i región critica, para la cual p será mínima, y, por lo tanto, la poten¬ 
cia del criterio será máxima. 

Sota 3. El único método para disminuir simultáneamente las pro¬ 
babilidades de los errores do primer y segundo género consiste en aumen¬ 
tar ol volumen de las amostras. 

§ 8. Comparación tic dos dispersiones de conjuntos 
generales normales 

En la práctica el problema de comparar las dispersiones 
se presenta, si hoy que confrontar la precisión de aparatos, 
instrumentos, los propios métodos de mediciones, etc. 
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Evidenlomeute, es preferible nquol aparato, instrumento 
y método quo asegure la dispersión mínima do los resultados 
de las mediciones. 

Supongamos que los conjuntos generales X e Y están 
distribuidos normalmente. Por las muestras independientes 
do volúmenes n, y n } , escogidas, de estos conjuntos, se 
han hallado las dispersiones muéstrales corregidas s\ y s’y. 
Por las dispersiones corregidas, para un nivel do significación 
dado a, hay quo verificar la hijiótcsis fundamental, consis¬ 
tente en que las dispersiones genéralos do los conjuntos 
examinados son iguales entro sí: 

//, : D (X) = D (y). 

Teniendo en cuenta que los dispeisiones corregidas son 
estimaciones no desviadas do las dispersiones genéralos 
(cap. XVI, 5 13), es decir, 

M |s!tl ** D (X), M 1*1 = D (T). 
la hipótesis fundamental se puedo escribir asi: 

H,: iWI»il = Af(sH 

Por consiguiente, hay que verificar que las esperanzas 
matemáticas de las dispersiones muéstrales corregidos son 
iguales entre si. Esto problema se plantea por que general¬ 
mente las dispersiones corregidas resultan distintas. Surge 
la pregunta: ¿las dispersiones corregidos se dtlerencian consi¬ 
derablemente o poco ? 

Si resulta oue la hipótesis fundamental (nula) es cierta, 
es decir, las dispersiones generales son iguales, la diferen¬ 
cia do las dispersiones corregidas es insignificante y so de¬ 
be a causas fortuitas, en particular, a la selección aleatoria 
de los objetos de la muestra. Por ejemplo, si la diferencia 
de las dispersiones muéstrales corregidas de los resultados 
de las mediciones, realizadas con dos aparatos, resulta 
insignificante, los aparatos tienen igual precisión. 

Si la hipótesis nula se rechaza, es decir, las dis¬ 
persiones generales son desiguales, la diferencia de las dis¬ 
persiones corregidas es considerublo y no puedo ser debida 
a causas fortuitas, sino se debe a que las mismas dispersio¬ 
nes generales son distintas. Por cjomplo si la diforoncia do 
las dispersiones muéstrales corregidas de los result.idos do 
las mediciones, realizadas con dos aparatos, os considerable, 
la precisión de los aparatos es distinta. 
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Como criterio cié verificación de le hipótesis nula sobre 
la igualdad de las dispersiones generales, tomamos la rela¬ 
ción entre la dispersión corregida mayor y la menor, es 
decir, la magnitud aleatoria. 



A condición de que la hipótesis fundamental es cierta, la 
magnitud F tiene la distribución de Pisher—Snedecor (cap. 
XII. § 15) con grados de libertad k, = n, — 1 y k, = n, —1, 
donde n, es el volumen de la muestra, por el cual se ha cal¬ 
culado la mayor dispersión corregida, n, es el volumen do 
la muestra por la que se halló la menor dispersión. 

Recordemos que la distribución de Fisher—Snedecor 
depende solamente del número de grados do libertad y no 
depende de otros parámetros. 

La región critica se construye en función del tipo de hipó¬ 
tesis alternativa. 

primer caso. La hipótesis fundamental es fí„: D (X ) — 
= 0(7). La hipótesis concurrente es H, : D(X)> D (Y). 

En este caso se' construye una región crítica de un solo 
lado. 1 precisamente de derecha, partiendo de la condición 
de que la probabilidad de que el criterio F caiga en esta 
región, suponiendo cierta la hipótesis fundamental, sea 
igual al nivel de significación aceptada: 

P[P> F„ (*. k,. *.)] = a. 

El punto crítico F r , (•*. k„ k.) se halla por la tabla de 
los puntos críticos de la distribución de Fisher-Snedecor 
(suplemento 7), y entonces la región crítica de derecha se 
determina por la desigualdad 

P>F'„ 

y la región de aceptación de la hipótesis fundamental, por 
la desigualdad 

P < F c r* 

La relación entre la dispersión corregida mayor y la 
menor, calculada por los datos de las observaciones, la 
designamos por F 0 t» y formulamos la regla de verificación 
de la hipótesis fundamental. 

Regla I. Para verificar, a un nivel de significación dado, 
la hipótesis fundamental H 0 : D (X) = 0 (Y) sobre la 
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igualdad de las dispersiones generales de conjuntos normales 
cuando la hipótesis concurrente es H, : D (X) > D ( Y), 
hay que calcular la relación entre las dispersiones corregidas 
mayor y menor, es decir, 

3 Hlín 

y por la tabla de puntos críticos do la distribución do Fi- 
sher—Snodecor, según el nivel do signiiieación prefijado a 
y los mimoros do grados do libertad A, y A, (A, es ol número 
do grados de libertad de la dispersión corregida mayor), 
hallar el punto critico P oi , (o. A,, A,). 

Si Fnh. < Fcr, no hay porque rochar,.-ir la hipótesis 
nula. 

Si Fot, > F'„ se rechaza la hipótesis nula. 

Ejemplo 1. Por dos muestras independientes de volú¬ 
menes n, = 12 y n 2 — 10 , extraídas de los conjuntos genera¬ 
les normales X e Y, se han hallado las dispersiones muéstra¬ 
les corregidas s\ -- 11,41 y s'y — 6,52. Para un nivel de 
significación de 0,05 verificar lo hipótesis fundamental 
// 0 : D (X) = O ( Y) sobre la igualdad de las dispersiones 
generales, cuando la hipótesis concurrente H, : D IX) > 
>»(Y). 

soujcion. Hallamos la relación entre las dispersiones 
corregidas mayor y menor: 


Fob! = 


11,41 


■ 1.75. 


Puesto que la hipótesis concurrente tiene la forma D (X) > 
> D (y), la región crítica es de derecha. 

Por la tabla (suplemento 7), según el nivel de significa¬ 
ción a “ 0,05 y los números de grados de libertad A, = 
■“ 12—1 <m H y A, = 15—1 = 14, hallamos el punto crítico 
F c , (0,05; 11; 14) = 2,57. 

Dado que F„ b , < F cr , no hay porque rechazar la hipó¬ 
tesis fundamental sobre la igualdad'de las dispersiones 
generales. 

secundo caso. La hipótesis fundamental //„ : D){X)'— 
= O (V). La hipótesis alternativa II, : D (X) =£0 (V). 

En esto coso se construye una región crítica bilateral, 
partiendo de la condición de que la probabilidad do que el cri¬ 
terio caiga en esta región, suponiendo que la hipótesis íun- 
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(lamenta! es cierta, sea igual al nivel de significación admi¬ 
tido a. 

¿Cómo elegir los limites de la región critica? Resulta que 
la potencia máxima (1a probabilidad de que el criterio caiga 
en la región crítica, siendo cierta la hipótesis alternativa) 



Fig. 24. 

se logra cuando la probabilidad de que el criterio caiga en 
cada uno de los intervalos de la región critica es igual a y ■ 
Por consiguiente, si designamos por F , el limite izquier¬ 
do de la región critica y por F 3 , el derecho, tienen que pro¬ 
ducirse las correlaciones (fig. 24); 

P(F<F>) = f, P(F>F¿ = ±. 

Como vemos, es suficiente encontrar los puntos críticos 
para hallar la propia región crítica 

P<F„ F>F.. 

así como la región de aceptación de la hipótesis fundamental; 
F,< F < F t . 

¿Como hallar prácticamente los puntos críticos? 

El punto critico derecho F t = F c , (*•*>'*■) se halla 
directamente por la tabla de puntos críticos de la distribu¬ 
ción de Fisher—Snedecor según el nivel de significación -y 

y los grados de libertad A, y A,. 

Pero esta tabla no contiene datos de los puntos críticos 
izquerdos, por lo cual es imposible hallar P¡ directamente 
por la tabla. 

Existe un método que permite superar esta dificultad. 
Empero no lo describiremos, ya que el punto crítico izquier¬ 
do se puede dejar de buscar. Nos limitamos a exponer el 
modo de garantizar la caída del criterio F en la región 
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critica bilateral con la probabilidad igual al nivel de signi¬ 
ficación admitido a. 

Resulta suficiente hallar el punto crítico derecho F t para 
un nivel de significación dos veces menor que el dado En 
tal caso no sólo la probabilidad de que el criterio caiga en 
la «parto derecha» de la región critica (es decir, más a la 
derecha de F.) es igual a 2 , sino que la probabilidad de que 
este criterio caiga en la «parte izquierda» de la región criti¬ 
ca (es decir, más a la izquierda de F,) será también igual 
a -j ■ Puesto que estos sucesos son mutuamente excluyanles, 
la probabilidad de que el criterio examinado caiga en toda 
la región critica bilateral, será igual a^-f-y_ a . 

Por consiguiente, cuando la hipótesis alternativa //, : 
: D (X) =£D (Y), es suficiente hallar el punto crítico 

F - ~ F " (? • *») • 

Regla 2. Para verificar, a un nivel de significación 
dado c¿, la hipótesis fundamental de la igualdad de las dis¬ 
persiones generales de conjuntos distribuidos normalmente, 
cuando la hipótesis alternativa H, : D (X) =í-D (Y), hay 
que calcular la relación entre las dispersiones corregidas 

mayor y menor, es decir, F ob , = ^¡- y por la tabla de 

puntos críticos de la distribución de Fisher—Snedecor según 
el nivel de significación y (dos veces menor que el dado) 
y por los números de grados de libertad k, y 4, (4, es el 
número de grados de libertad de la dispersión mayor) hallar 
el punto critico Mf' *>• *»)' 

Si Fot,, < F',,' no' hay porque rechazar la hipótesis fun¬ 
damental. 

Si Fom > F cl , la hipótesis fundamental se rechaza 

Ejemplo 2. Por dos muestras independientes de volúme¬ 
nes ti, — 10 y ii s = 18, extraídas de los conjuntos generales 
normales X e Y, so han hallado las dispersiones muéstrales 
corregidas si «=1,23 y jy =0,01. Para el nivel de signitíra- 
ción a = 0,1, verificar la hipótesis fundamental de la igual¬ 
dad de las dispersiones generales, cuando la hipótesis alter¬ 
nativa B, : D (X) (V). 

312 



soi.ucion. Hallamos la relación entre las dispersiones 
corregidas mayor y menor: 

Por los datos la hipótesis alternativa (concurrente) tiene 
la forma f) ( X ) O (V), por eso la región crítica es bila¬ 
teral. 

l’or la tabla, según el nivel de significación, dos veces 
menor «pío el prefijado, es decir, para = M „ 0,05 y los 
números do grados de libertad k, = 10—1 9, k, =• 18— 
—1 s= 17, bailamos el punto crítico F rr (0,05; 9; 17) =* 
= 2,50. 

Puesto que F„i„ > F rr , la hipótesis fundamental de la 
igualdad de las dispersiones generales la rechazamos. En 
otras palabras, las dispersiones muéstralos corregidas se 
diferencian considerablemente. Por ejemplo, si los disper¬ 
siones examinadas caracterizaran la precisión de dos méto¬ 
dos de mediciones, hay que preferir el método que tiene 
una dispersión menor (0,41). 

§ 9. Comparación de la dispersión mueslral corregida con 
la dispersión general hipotética de un conjunto normal 

Supongamos que un conjunto general está distribuido 
normalmente, pero existen motivos para suponer que la 
dispersión general, a pesar de ser desconocida, es igual al 
valor hipotético (supuesto) o;. En la práctica aj se determi¬ 
na basándose en la experiencia anterior, o bien teóricamente. 

Supongamos que do un conjunto general se ha extraído 
una muestro do volumen n y por ello se obtuvo la dispersión 
mueslral corregida S- con k = n — t grados de libertad- 
Para un nivel de significación prefijado se necesita verificar 
por la dispersión corregida la hipótesis fundamental consis¬ 
tente en que la dispersión general del conjunto examinado 
es igual al valor hipotético oj. 

Teniendo en cuenta que .S’es la estimación no dosviada do 
de la dispersión general, la hipótesis fundamental so puede 
escribir así: 

II,-. «(.?»)= o;. 

Así, se necesita verificar que la esperanza matemática 
de la dispersión corregida es igual al valor hipótético de la 



dispersión general. En oirás palabras, hay que establecer si 
las dispersiones mueslral corregida e hipotética generales se 
diferencian considerablemente o no. 

En la práctica, la hipótesis a examinar se verifica si hay 
que controlar la precisión de los aparatos, instrumentos, má¬ 
quinas, métodos de investigación y estabilidad de procesos 
tecnológicos. Por ejemplo, si se conoce la característica ad¬ 
misible de dispersión de la dimensión a controlar de los pie¬ 
zas producidas por una máquina automática, igual a oj. 
y la dispersión corregida hallada por la muestra resulta de 
manera significativa mayor que o¡, entonces hav quo reajus¬ 
tar la máquina. 

Como criterio de verificación de la hipótesis nula 
tomamos la magnitud alearloria -. Esta magnitud 
es aleatoria, puesto que en distintos experimentos S' tomará 
distintos valores previamente desconocidos. Ya que se puede 
demostrar que tiene la distribución x ! con k = n — 1 grados 
de libertad (cap. XII. § 13). lo designamos por x s - 

De este modo, el criterio de verificación de la hipótesis 
nula es 

, i—US» 

‘ o¡ • 

La región critica se construye según el tipo de hipótesis 
alternativa (concurrente). 

primer caso. La hipótesis fundamental H t : o ! = o¿. La 
hipótesis alternativa H, : o' > oj. 

En este caso, la región critica de derecha se construye par¬ 
tiendo de la condición deque la probabilidad de que el crite¬ 
rio caiga en esta región, suponiondo cierta la hipótesis fun¬ 
damental, sea igual al nivel de significación admitido: 

/ > lz*>ylr(<*. *)! = «■ 

El punto critico xlr (a. k ).se halla por la tabla de puntos 
críticos de la distribución x ! (suplemento 5) y, luego la re¬ 
gión crítica de derecha se determina por la desigualdad 

mientras que la región de aceptación de la hipótesis funda¬ 
mental, por la desigualdad 

v </i- 
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Destellemos el valor <lcl criterio, calculado según los 
datos de las observaciones, por Xot* y formulemos la regla de 
vcriticación de la hipótesis nula. 

Regla I. Para verificar, a un nivel de significación dado 
o. la hipótesis nula H„ : o’ = o' sobre la igualdad entre 
la dispersión general desconocida de un conjunto normal 
y el valor hipotético, cuando la hipótesis alternativa //, : 

: n : > o’, hay i|ue calcular el valor observado tlol criterio 
Xakt — X >' l l0r I a labia de puntos críticos do 
la distribución X*. según el nivel de significación prefijado ce 
y el número do grados de libertad A — n — 1, hallar el 
punto critico xl< («. A) 

Si x’t»< y.'f no hay porque rechazar la hipótesis 
nula.' 

Si xót* > Xer la hipótesis nula se rechaza. 

Ejemplo I. Do un conjunto general normal se ha extraído 
una muestra do volumen n =. 13 y por ella se ha hallado ln 
dispersión muestra! corregida s* ■= 14,6. Se necesita verificar 
la hipótesis fundamental H,: o s = oj = 12, para el nivel 
de significación 0 . 01 , tomando como hipótesis alternativa 
//, : o’> 12 . 

SOLUCION. Hallamos el valor observado del criterio. 

... (o-l)S* .. (13-1)11.6 ,, „ 

XoM-5| - Xi 14,6. 

Por los datos la hipótesis alternativa tiene la forma 
o 5 > 12. por lo tanto la región crítica es de derecha. 

Por la tabla (suplemento 5), según el nivel de significo- 
ción 0,01 y el número de grados de libertad A = n — 1 — 

— 13 — 1 — 12, hallamos el punto crítico yi, (0,01; 12) = 

- 26,2. 

Puesto que xób.< Xcr. no hay motivos para rechazar 
la hipótesis fundamental. En otras palabras, la diferencia 
mire la dispersión corregida (14.6) y la dis|icrsión general 
hipotética ( 12 ) no es significante. 

seoungo caso La hipótesis fundamental II, : o’ = o¡. La 
hipótesis alternativa II, : o' =^oJ. 

Un esto caso, se construye la región critica bilateral, par¬ 
tiendo de la condición de que la probabilidad de que el crite¬ 
rio caiga en esta región, suponiendo cierta la hipótesis nula, 
sea igual al nivel de significación admitido o. 
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Los puntos críticos, o sea, los límites izquierdo y derecho 
do la región crítica, se hallan a condición de que la proba¬ 
bilidad de que el criterio caiga en cada uno de los dos inter¬ 
valos de la región crítica, sea igual a y -: 

i>|><x2,,„(f. *)]=-£. 

^[x 2 >X« <Kr(-f-, *)]=■§•• 

En la tabla de puntos críticos de la distribución jr* so 
indican solamente los puntos críticos «derechos», por eso sur¬ 
ge una dificultad aparente en buscar los puntos críticos 
«izquierdos». Esta dificultad se salva fácilmente si se tiene 
en cuenta que los sucesos 

%*<Xcr. Izq V X 2 >*er.lw 

son opuestos y, por lo tanto la suma de sus probabilidades 
es igual a la unidad: 

P (X 2 < Xér. líq) + P (X 2 > Xcr.lrq) — 1. 

De aquí 

P (X 2 > Xlr..«,) = i - P (X 2 < Xcr. -1 — f • 


Como vemos, el punto critico izquierdo se puede buscar, 
como de derecho (lo que significa que se puedo hallar por la 
tabla), partiendo de la condición de que la probabilidad 
de que el criterio caiga en el intervalo situado a la derecha 
de este punto, sea igual a 1 - y. 

Regla 2. Para verificar, a un nivel de significación 
dado a la hipótesis nula de la igualdad entre dispersión 
general desconocida o’ de un conjunto normal y el valor hi¬ 
potético o¡, cuando la hipótesis alternativa H, : o ! =¡b oj, 
hay que calcular el valor observado del criterio x«b» = 
= ( ^ - ¿r — y P or la labia hallar el punto crítico izquierdo 
Xcr(l-f-, *) y el derecho, Xcr(-f-' *) - 

Si Xcr.tiq < xSm < x'r.««r. no hay porque rechazar la 
hipótesis fundamental. 

Si xSm < Xcr.lrq o bien xót. > Xcr.íer, la hipótesis 
fundamental se rechaza. 
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Ejemplo 2. Üi mi conjunto «enera! normal se lia extraído 
una miioslia do volumen n •= 13 y por olla se lia hallado la 
dispersión maestral corregida r = 10,3. Se necesita verifi¬ 
car, para el nivel de significación 0 , 02 , la hipótesis funda¬ 
mental Jl 0 : o 5 = o; “ 12, lomando como hipótesis alter¬ 
nativa //,: o' gs! 2 . 

solución. Hallamos el valor observado del criterio 

tí-.— -1°. 3 - 

1 'ue.slu que la hipótesis alternativa liono la forma o* ge 
■/= 12 , la región erilirn es bilateral. 

Por la tabla (suplemento 5) hallamos los puntos críticos: 

irqiiierdo — xír (l —-f-. *) « xlr (i-, 12) » 

-Xcr (0,09; 12) = 3,57 y derecho - xír (■£ , *) =xí._(0,01; 

12 ) - 20 , 2 . 

Va que el valor observado del criterio corresponde a la 
región do aceptación de la hipótesis (3,07 < 10,3 < 2G,2), 
no hay porque rechazarla. En otras palabras, la dispersión 
luucslral corregida (10,3) se diferencia poco de la dispersión 
general hipotética ( 12 ). 

CASO a. La hipótesis alternativa es H t : a' < o’. 

ltegln 3. Para la hipótesis alternativa lí¡' o* < oj, se 
halla el punto crítico xír (1 — a. * 0 - 

Si Xom > Xcr (I — «i *). "O hoy porque rechazar la 
hipótesis fundamental. 

Si xlb. < Xcr (1 — o. &) la hipótesis fundamental se 
rechaza. 

Ñola t. Si se ha hallado la dispersión muestra) D m , como criterio 
se loma la magnitud aleatoria 

<t* f ” que tiene distribución con k — n — i gradosde libertad, 
bien se pasa a r* =» D m . 

Nota 2. Si el número de grados do libertad * > 30, el punto críti¬ 
co Xcr (a. k) so puede bailar aproximadamente por la igualdad de Wil- 
sou — llilfelly 

dolido X a *o li.db. u ti tirando la función do Lnplnco (suplemento 2 ), 
por lo igunldad «t> (Z 0 ) “ 7 " • 



| (0. Comparación de dos medias de conjuntos generales 
normales, cuyas dispersiones son conocidas 
(muestras independientes) 

Supongamos que los conjuntos generales X eY están dis¬ 
tribuidos normalmente, asimismo se conocen sus dispersio¬ 
nes (por ejemplo, del experimento anterior, o bien hallados 
teóricamente). Por las muestras independientes de volúme¬ 
nes n y m, extraídas de estos conjuntos, se han hallado los 
medias muéstrales x o y. 

Por las medias muéstrales y dado el nivel de significa¬ 
ción a hay que verificar la hipótesis nula consistente 
en que las medias generales (esperanzas matemáticas) do los 
conjuntos a examinar son iguales entre si. es decir, 

H,: AI (X) - M (Y). 

Teniendo en cuenta que las medias muéstrales son esti¬ 
maciones no desviados de las medias generales (cap. XV. § ó), 
es decir. M (.Y) = AI (,Y) y M (Y) = Al fY), la hipótesis 
nula puede escribirse así: 

H,: M(X) = M(7). 

Por consiguiente, es necesario verificar que las esperan as 
matemáticas de las medias muéstrales son iguales entre sí. 
Este problema se plantea por que. como regla, las inedias 
muéstrales resultan distintas. Surge la pregunta: ¿las 
medias muéstrales se diferencian de un modo significativo 
o insignificativo? 

Si la hipótesis nula (cero) resulta cierta, es decir, los 
medias generales son iguales, la diferencia de las medias 
muéstrales es ínsignificativa \ se debe a causas fortuitas, 
en particular, a la selección aleatoria de los objetos de la 
muestra. 

Por ejemplo, si las magnitudes físicas AyB tienen idén¬ 
ticas dimensiones verdaderas, y las medias aritméticas x 
e y de los resultados de las mediciones de estas magnitudes 
son distintas, esta diferencia es insignificativa. 

Si la hipótesis nula se rechaza, es decir, las me¬ 
dias generales no son iguales, la diferencia de los medias 
muéstrales es significativa y no puede ser debida a causas 
fortuitas, sino se debe a que las propias medias generales 
(esperanzas matemáticas) son diferentes. Por ejemplo, si 


318 



la media aritmética x de los resultados de las mediciones 
de la magnitud física A se diferencia de manera significati¬ 
va de la media artitmética y de los resultados de las medicio¬ 
nes de la maguitud física 8, esto demuestra que las dimensio¬ 
nes verdaderas (esperanzas matemáticas) do estas magnitudes 
son distintas. 

Como criterio de verificación de la hipótesis nula toma¬ 
inas la magnitud aleatoria 


V n m 

Esla es una magnitud aleatoria, ya que en distintas pruebas 
i c y loman distintos valores previamente desconocidos. 
P.XPMCACI0N. l’or definición de la desviación cuadrática 

media •> (X-F) - VU (X-F). 

Masándonos en la propiedad ó (cap. VIII, $5) D (X— Y) = 
- U (A) + D (Y). 

l’or la fórmula (*) (cap. VIH, § 9): Z> (X) , 

Ü(F)—ÍUJX. Por lo Unto, 

o ( Á-F)=/®nr^inr. 

El criterio Z es una magnitud aleatoria normal normada. 
En efecto, la magnitud Z está distribuida normalmente, 
puesto que es la combinación lineal de las magnitudes X e F 
normal árenlo distribuirlas; estas propias magnitudes están 
distribuidas normalmente como las medias muéstrales ha¬ 
lladas por las muestras escogidas de los conjuntos generalas 
normales; Z es una magnitud normarla, porque Al (Z) — 0, 
cuando la hipótesis fundamental os cierta, o (¿) — i, pues 
las muestras son independientes. 

I.a región critica so construyo según el tipo rio hipótesis 
alternativa. 

nniMKit caso. 1.a hipótesis nula //,; Al (X) = M (Y). 
Ha hipótesis alternativa //,: Al (A) (Y). 

En esto caso su eontiiiye la región critica bilateral, par¬ 
tiendo do la condición de que la probabilidad de caer el 
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Criterio en esta región, suponiendo que la hipótesis funda¬ 
mental es cierta, sea igual al nivel de significación admi¬ 
tido a. 

La potencia máxima del criterio (probabilidad do quo el 
criterio caiga en la región critica, cuando la hipótesis alter¬ 
nativa es cierta) se logra cuando los puntos críticos «izquier¬ 
do* y «derecho* se escogen de manera que la probabilidad 
de caor el criterio en cada uno de los dos intervalos do la 
región crítica, sea igual a — : 

P(Z<t 

a <*) 

/> (*>««,. dj—f-. 

Puesto que Z es una magnitud normal normada, y la 
distribución de tal magnitud es simétrica con respecto a cero, 
los puntos críticos también son simétricos con respecloa cero. 



Fig. 25. 

l’or consiguiente, si el límite derecho de la región crítica 
bilateral la designamos por Zcr. tendremos que el límite iz¬ 
quierdo es igual a — (fig. 25). 

De este modo, es suficiente hallar el límite derecho para 
oucontrar la propia región crítica bilateral 
Z<-r« rt 2>r er 

y la región de aceptación de la hipótesis nula os 
(-*er. Jcr). 

Veamos como hallar : cr , o sea, el límite derecho de la re¬ 
gión critica bilateral, utilizando la función de Laplaco O (z). 
So sabe que la función de Laplace determina la probabilidad 
de que una magnitud aleatoria normal normada, por ejem¬ 
plo Z, caiga en el intervalo (0, i): 

/> (0 < Z < z) = (p (z). (•») 
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Dado que la distribución de 7. es simétrica con respecto 
a coro, la probabilidad de que Z caiga en el intervalo (U, oo) 
es igual a ^ . l’or lo tanto, si se descompone este intervalo 
mediante el punto í,„ en los intervalos (0, i cr ) y (z er , oo), por 
el teorema de la adición 

P(0<Z<t cl ) + PlZ>¡ t ,)-j. (•••) 

En virtud de (*) y (•*), obtenemos 
Por lo Ionio, 



Do aquí deducimos: para hallar el limile derecho de la 
región crítica bilateral (z, r ) es suficiente encontrar el valoi 
del argumento do la función de Laplace, al que correspondo 
un valor de la función, igual a —. 

En tal caso, la región critica bilateral se determina por 
las desigualdades. 

Z <C — ^i, Z > z,. 
o por la desigualdad equivalente 

|ZI > -er. 

y la región de aceptación de la hipótesis nula por 
la desigualdad 

—i c , <Z< 
o por la desigualdad equivalente 
IZICí... 

Designemos el valor del criterio, calculado por los 
de las observaciones, por Z 0 bi y formulemos la regla de veri- 
datos ficación do la hipótesis nulo. 

Reglo 1. Para verificara un nivel de significación dado a 
la hipótesis nula //,: M (X)-M (X) sobro la igual¬ 
dad de los esperanzas matemáticas de dos conjuntos gene¬ 
rales normales con dispersiones conocidas, cuando la hipó¬ 
tesis alternativa //,: M (X) qfe.W (X), hay que calcular 
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el valor observado dol crilerio 


V Por 


la labia do la (unción de Laplaco hallar el |iiiulo critico 
por la igualdad «l> (z„) = . 

Si l^ota I < s e r. »o h»y porque rechazar lu hipótesis 
fundamental. 

Si l'iom I > -or. la hipótesis (undumcnlal so reclin/.a. 
Ejemplo I. Tordos mueslras iiidcpcndienU» ilo volúmo- 
nes n — CO y m — 50, c.vlraidas de conjuntos generales 
normales, se han hallado las medias muéstrales z = 1250 
o ii — 1275. Las dispersiones generales son conocidas: 
I) (A ) 120, l) (Y) ■= iOO. Tara el nivel do sigii¡(icociúu 

0,01. verificar la hipótesis fundamcnlnl //,: h! (A') *= 
” M (y), cuando la hipótesis alternativa II,: .1/ (,Y) 

+Miry 

solución. Hallamos el valor observado del criterio 



1250 — 1275 
120 . 100 


/ 


= -12,5. 


Por los datos, la hipótesis alternativa tiene la forma Al (A') ■?- 
Al (7), por eso la región critica es bilateral. 

Hallamos el punto critico derecho por la igualdad 




1 — a 1-0,01 


■ 0,495. 


Por la tabla de la función de Laplaee (suplemento 2) halla 
mos — 2,58. 

Puesto que IZoa,¡ > ; cr , recitáramos la hipótesis futula- 
monlal. En otras palabras, los inedias muéstrales so dife¬ 
rencian de modo significativo. 

SECUNDO CASO. La hipótesis fundamental //„: M (X) =• 
=• M (Y). Lo hipótesis allcriiativu II,: Al (X) > Al (>'). 

En la práctica este caso tiene lugar si las razones pro¬ 
fesionales permiten suponer que la media general de un 
conjunto es mayor que la media general del otro. Por ejem¬ 
plo, si se ha introducido el perfeccionamiento tío un proceso 
tecnológico, os natural admitir que clin dará lugar al mí¬ 
menlo de la producción. 
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lín este caso so construye la región crítica de derecha par¬ 
tiendo do la condición de que la probabilidad de que ol cri- 



t’ig. JO. 

Icrio caiga en osla región suponiendo que la hipótesis funda¬ 
menta) es cicita, sea igual ai nivel de significación admitido 
(fig. 26): 

P W) > *cr) - O- (*•**) 

Mostremos cómo hallar el punto critico mediante la fun¬ 
ción de Laplace. Utilizamos la correlación (***): 

P(0<Z<i cr ) + P(Z> ttr )^-i. 

En virtud de (**) y (****) tenemos 

D(Sc,)+o-{. 

Por lo tanto, 

De aquí deducimos que para hallar el limite de la región 
crítica de derecha (j ci ), es suficiente encontrar el valor del 
argumento de la función de Laplace, al que corresponde el 
valor de la función, iguala 1~~ 3 - . Un tal caso, la región 
critica de derecha se determina por la desigualdad Z > z c „ 
y la región do aceptación de la hipótesis fundamental 
(nula), poi la desigualdad Z < ; er . 

Kcgla 2. Para verificar a un nivel de significación pre¬ 
fijado a, la hipótesis fundmonlal //,: M (X) = M ( [Y ) do 
la igualdad entre las esperanzas matemáticas de dos con¬ 
juntos generales normales de dispersiones conocidas, cuando 
la hipótesis alternativa //,: M (.Y) > il/ (V), hay que cal¬ 
cular el valor observado del criterio Z obs = - 

/T+T 
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V por I» tabla de [unción de [.aplaco hallar el punto crítico 
.lo la igualdad .!•(;„) ^ *T — . 

Si Z 0 bj < z t ,, no hay porque rechazar la hipótesis fun- 
ilnmental. 

Si Z 0 t, > z,„ la hipótesis fundamental se rechaza. 

Ejemplo 2. I’or dos muestras independientes de volúme¬ 
nes it = 10 y *■ 10. escogidas de conjuntos gotiorales 
normales, se han hallado los medias muéstrales ~z = lí.il 
c !l = [2,2. l.as dispersiones generales son conocidas: 

1} (A) 22, D (K) 18. Verificar la hipótesis fundí. 

tal //„: M ( X ) «= .•» (V) para el nivel de significación 0,05, 
siomlo la hipótesis, alternativa //,: i\l (A') > M ()'). 

soi.uc.ion. 1 tullamos, el valor observado del criterio 


Zo!» = 


14,3-12,2 

. is - 
+ 7o 




-[, 05 . 


Por los datos, la hipótesis alternativa tiene la forma 
M {X) > M ( Y ), por eso la región crítica es de derecha. 

Por la tabla de la función de Laplace hallamos que 

z„ = l,64. 

Puesto que Z ob ¡ < s eI , no hay pon|iic rechazar la hipó¬ 
tesis fundamental. En otras palabras, los medias muéstralos 
se diferencian de manera insignificaliva. 

tercer caso La hipótesis fundamental //„: AÍ.(A'),— 
= M (Y). La hipótesis alternativa //,: A/(A )<M (Y). 

En este caso so construyo la región crítica do izquierda, 
partiendo do la condición do que la probabilidad do caer el 



Pig. 27. 


criterio vil esta región, suponiendo que la hipótesis funda¬ 
mental es cierta, sea igual al nivel do significación admitido 
(fig- 27): 


P(Z<*y-=a. 






Tomando e» consideración que el criterio Z está distri¬ 
buido simétricamente respecto a cero, deducimos que el 
punto crítico, buscado es simétrico de un punto tal 
Ser > 0, para el que P (Z > !„) = a, es decir, tí, = 
= — 2 cr . Por consiguiente, para bailar el punto 
es suficiente al principio hallar el «punto auxiliara z¿, dol 
modo dcscripto en el segundo caso, y luego tomar el valor 
encontrado con signo menos. Entonces la región critica 
de izquierda se determina por la desigualdad Z< — Zc„ 
y la región do aceptación do la hipótesis fundamental, por 
lo desigualdad Z > — z cr . 

Reglo 3. Para la hipótesis alternativa //«: M (X) < 
< M (Y) hay quo calcular Z„tn y, al comiento, por la tabla 
de la función de Laplace hay que hallar el «punto auxilian 
z rr mediante la igualdad ti) (z cf ) --- - , y luego poner 

~er — — -ci' 

Si Zooj > — z cr , no hay porque rechazar la hipótesis 
fundamental. 

Si Z„¡„ < — la hipótesis fundamenlal se rechaza. 

Ejemplo 3. Por dos muestras independientes de volúme¬ 
nes n = 50 y m = 50, extraídas de conjuntos generales 
normales, se han hallado las medias muéstrales -r = 142 
e y = 150. Las dispersiones generales son conocidas: 
D ( X) = 28,2, D (Y) = 22,8. Verificar la hipótesis funda¬ 
mental H 0 : AI (X) — AI (>0 para el nivel do significación 
0,01, siendo la hipótesis alternativa H,: M (X) < AI (}"). 

solución. Sustituyendo los dalos del problema en la fór¬ 
mula para calcular el valor observado dol criterio, obtene¬ 
mos Z 0 h« = — 8. 

Según los dalos, la hipótesis alternativa tiene la forma 
M (X) < Al (Y), por eso la región critica es de izquierda 
Hallamos el «punto auxilian z {[ mediante la igualdad 

Por la tabla de lo función de Laplace hallamos z c , = 
«= 2,33. Por lo tanto, zj r = — Sj r = — 2,33. 

Como Zota < — *e». rechazamos la hipótesis fundamen¬ 
tal. En otras palabras, la media maestral x es bastante me¬ 
nor quo lo media moestral y. 



§ il. Comparación de dos medias de conjuntos generales 
arbitrariamente distribuidos (grandes muestras independientes) 

En el párrafo precedente se supuso que los conjuntos ge¬ 
nerales X e Y están distribuidos normalmente, y sus dis¬ 
persiones son conocidas. Con esta suposición, cuando ln 
hipótesis fundamental de la igualdad entre las inedias para 
muestras independientes, el criterio 7. está distribuido con 
precisión normalmente con parámetros 0 y I. 

Si no se cumplo aunque sea una do l.iscondicioues expues¬ 
tas, el método comparativo do las medias, deseripto en el 
§ 10. no es aplicable. 

Sin embargo, si las muestras independientes tienen un 
gran volumen (no menos de 30 cada una), las medias mués¬ 
trales están distribuidas con aproximación normalmente, 
mientras que las dispersiones miicsltales son estimaciones 
bastante buenas de las dispersiones generales y en oslo 
sentido so pueden considerar conocidas con nproximarióu 
En resumen el criterio 



está distribuido con aproximación normalmente con pará¬ 
metros d/ (Z')=0(a condición do que la hipótesis fiimlameii- 
lal sea cierta) y o (7.') = 1 (si las muestras son indepen¬ 
dientes). 

De este modo, si: 1) das conjuntos generales están dis¬ 
tribuidos normalmente, y sus dispersiones son desconocidas, 
2) los conjuntos generales no están distribuidos normal¬ 
mente, y susdisprisiones son conocidas; 3) los conjuntos geni- 
rales no están distribuidos normalmente y sus dispersiones 
son desconocidas; además, las muestras tienen un gran volu¬ 
men v son independientes, podomoscomparar las inedias cuino 
se lia deseripto en el § 10, sustituyendo el criterio exacto 7. 
por el criterio aproximado 7.’. En eslocaso, el valor observa¬ 
do del criterio aproximado es: 

;■ _ »-V _ 

° M ./ OmW , **■(»» 

i\oia. l’ue?to que ci crilcno examinado es aproximado, conviene 
U-ner cuidado con las deducciur.es obtenidas por este criterio. 



Ejemplo. Por dos muestras independientes de volúmenes 
n *= 100 y m = 120, se han obtenido las medias muéstrales 
x = 32,4, y = 30,1 y las dispersiones muéstrales D„, ( X ) — 
= 15,0, D„ (Y) — 25,2. Hay que verificar la hipótesis 
fundamental //„: M (X) *= M (Y) para el nivel de signi¬ 
ficación 0,05, siendo la hipótesis alternativa H, : Al (A') =f- 
>A/ (Y). 

soi.ucion Sustituyendo los dalos del problema en la fór¬ 
mula para ol cálculo del valor observado del criterio aproxi¬ 
mado, obtenemos %w “ 3,83. 

Según los datos, la hipótesis alternativa tiene la forma 
Al (X) > AI (V). por eso la región critica es de derecha. 

Hallamos el punto critico por la igualdad 

Por la tabla <ie la función de La place hallamos que 
-cr ■ 1*04. 

Aa que Z 0 bi > -cr. rechazamos la hipótesis fiindaniental. 
En otras palabras, las medias muéstrales se diferencian de 
manera significativa. 


5 12. Comparación de dos inedias de conjuntos generales 
normales, cuyas dispersiones son desconocidas 
e idénticas (pequeñas muestras independientes) 

Supongamos que los conjuntos generales A* e Y están 
distribuidos normalmente y sus dispersiones son desconoci¬ 
das, Por ejemplo, por las muestras de pequeño volumen no so 
pueden obtener buenas estimaciones de las dispersiones 
generales. Por este motivo, el método comparativo de las 
medias, expuesto en el § 11, no es aplicable. 

Sin embargo, si suponemos complementariamente que 
las dispersiones generales desconocidos son iguales entre si. se 
puedo formar el criterio comparativo de medias (do Stu- 
ilent). Por ejemplo, si so comparan las dimensiones medias 
de dos partidas de piezas producidas en una misma máquina 
herramienta, es natural admitir quo las dispersiones de las 
dimensiones a controlar son idénticas. 

Si no hay motivos para considerar que las dispersiones 
son idénticas, antes de comparar las medias debe verificarse 
previamente la hipótesis de la igualdad entre los dispersio¬ 
nes generales, utilizando el criterio do Fisltor—Snedecor (§8). 
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De osle modo, suponiendo qno las dispersiones gcnciulc» 
son idénticas, es necesario verificar la liipólesis fundamenta) 
H 0 : M (X) = M (K). En oíros palabras, hay quo estable¬ 
cer si las medias maestrales x o ~y halladas por pequeñas 
muestras independientes de volúmenes ;i y m, se diferencian 
de manera significativa o insignificativa. 

Como criterio de verificación de la hipótesis fundamental 
tomamos la magnitud aloatoria 


Se lia demostrado que la magnitud 7', cuando la hipótesis fun¬ 
damental es cierta, lieno la distribución í de Sludent con 
/,• = ii -|. m _ 2 grados do libertad. 

La región crítica so construyo en función del tipo do hipó¬ 
tesis alternativa. 

enraen caso. La hipótesis fundamental M (X ) = 
= M (Y). La hipótesis alternativa //,: A! (,Y) ()'). 

En esto caso se construye la región crítica bilateral, par¬ 
tiendo do la condición deque la probabilidad do caer el cri¬ 
terio T en esta región, suponiendo quo la hipótesis funda¬ 
mental es cierta, será igual al nivel de significación admi¬ 
tido ce. 

La potencia máxima del criterio (probabilidad do qno el 
criterio caiga en la región critica, si la hipótesis alternativa 
es cierta) se logra cuando los puntos críticos «izquierdo» 
y «derecho» se eligen de tal modo quo la probabilidad do que 
el criterio caiga en cada uno de los dos intervalos de la re¬ 
gión crítica bilateral, es igual a — : 

/’ (r < fer , iq ) - . P (i' > í cr a,,)-i. 

En virtud de que la magnitud T tiono la distribución 1 do 
Studont, y olla es simétrica respecto o coro, tendremos que 
también los puntos críticos son simétricos respecto a coro. 
Por con siguiente, si designamos el limito derecho de la re¬ 
gión crítica bilateral por / C rbii»i (a, A), ol limito izquierdo 
seré igual a — fo.Miai (a, Ar). Asi pues, es suficiente hallar 
el limite derecho do la región critica para encontrar la 
región critica bilateral, 

7" < — ter.bllal («» A‘), T > / C r bllal (a, A) 
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y la icgión de aceptación de la hipótesis fundamental 
I— frr.bllat (<Z, *). Ut MIDI (<*. 01- 
Designemos el valor del criterio, calculado por los dalos 
de las observaciones, por 7' 0 i, t y formulemos la regla de veri¬ 
ficación de la hipótesis fundamental. 

Itegla I. I’iira verificar, a un nivel de significación 
prefijado a, la hipótesis fundamental //„: M (X) = M (Y) 
de la igualdad entre las esperanzas matemáticas de dos con¬ 
juntos normales rnn dispersiones desconocidas, poro idénti¬ 
cas (en el caso do pequeñas) muestras independientes), cuan¬ 
do la hipótesis alternativa //,: Af (X) a* M (Y), hay que 
calcular el valor observado del criterio 


r . _ . _ *—t _ ,/" + 1 " — 2) 

ote V(»-t)ri + («r-l)<V V " + " 


y según la tabla de puntos críticos de la distribución I de 
Sludenl, por el nivel de significoción dado ct (dispuesto en la 
linea superior do la tabla) y el número de grados de libertad 
k — n - 1 m — 2, hallar el punto crítico f cr .btut (a, A). 

Si l?obs I < f C r biiai (a, *). no hay porque rechazar 
la hipótesis fundamental. 

Si |7\ibjI> fer bii.il (o:, A), la hipótesis fundamental 
so rechaza. 

Ejemplo. Por dos muestras pequeñas independientes de 
volúmenes n = 5 y m = fi, escogidas de los conjuntos gene¬ 
rales normales X c y, se han hallado las medias muéstrales 
x = 3,3, // = 2/iS y las dispersiones corregidos sjr = 0,25 
y sy “ 0,103. Para el nivel de significación 0,05, verificar la 
hipótesis fundamental II M (X) = M (Y), siendo la hi¬ 
pótesis allernaliva //,; M (X) # M (Y). 

Soi-uuion. Puesto que las di.speisiones iiiuesLrales son dis¬ 
tintas, verificamos previamente la hipótesis fundamental de 
la igualdad entro las dispersiones generales, utilizando el 
criterio de Fishor—Sncdecor (§ 8). 

Hallamos la relación entre las dispersiones corregidas ma¬ 
yor y menor 


.. 0,25 

W 


2,31. 


ha dispersión .vj es bastante mayor que la dispersión Sy, 
por eso tomamos como hipótesis alternativa H,: D (X) > 
>/> (>') En este caso, la región crítica es de derecha. Según 


329 



l.i labia, por el nivel de significación ce =0,05 y los núme¬ 
ros de grados de libertad k t — 5 — i = 4, = G — 1=5, 

bailamos el punto critico F„ (0,05; 4; 5) = 5,19. 

Puesto que /'ota < Ptn no hay porque rechazar la hipó¬ 
tesis fundamental déla igualdad entro las dispersiones gene¬ 
rales. 

Ya que la hipótesis de lo igualdad do las dispersiones ge¬ 
nerales se cumple, comparamos las medias. 

Calculamos el valor observado del criterio t de Sludont: 


Poniendo los valores numéricos de las magnitudes que 
entran en esta fórmula, obtenemos r # ta = 3,27. 

Por los datos, lo hipótesis alternativa tiene la forma 
,1/ (X) (Y), por oso lo región critica es bilateral. Por 

el nivel de significación 0.05 \ el número de grados de liber¬ 
tad k = 5 4 0 — 2 = 9. hallamos según la tabla (suple¬ 
mento (i) el punto crítico t, r tuiai (0.05: 9) = 2,26. 

Puesto que 7' ob ? > bti.it- rechazamos la hipótesis 
fundaiiient.il de la igualdad cutre las medias generales. En 
otras palabras, las medias muéstrales se diferencian de mane¬ 
ra significativa. 

seguxpo caso. La hipótesis fundamental //„: ,1/(A') = 
= .1/ (!')- La hipótesis alternativa II ¡ : M (X) > .1/ (10. 

En este caso so construye la región critica de derecha, 
partiendo de la condición de que la probabilidad de caer el 
criterio T en esta región suponiendo que la hipótesis funda¬ 
mental es cierta, sea igual al nivel de significación admitido: 
P{T>l'ri, ,) = *■ 

F.l punto critico f cr (a, k) se halla por la tabla (suple¬ 
mento 6) según el nivel de significación a situado en la línea 
inferior de la tabla y por el número de grados do libertad 
k = n 4 m — 2. 

Si T oU < fcr.dsr. no hay porque rechazar la hipótesis 
fundamenta). 

Si 7\,ta>/ c . der. I" hipótesis fundamental se rechaza. 

TEncen caso. La hipótesis fundamental H a : At(X) -- 
= M (Y). La hipótesis alternativa H,: M (X) < M (Y). 

En este caso, se construye la región critica de izquierdo, 
partiendo de la condición de que la probabilidad de caer el 
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orilorio en esta región, suponiendo que la hipótesis funda- 

.''al es ríerla, sea igual al nivel de significación a 

admitido: 

/' (T < l„ ,„> - a. 

I-" ' irliid de la simetría de la dislrihiición do Slndent 
respee lo a cero 

W lw| "" — Irt d«r 

l’nr eso, al principio hallamos el puní o etílico «auxiliar» 
l r , uer. romo «e desenlie en el segundo roso y iidinitinios que 
Ur liq _ * ht ilrr- 

Si 7„i„ > - /,, j,„ no hay porque rechazar la hipó- 
lesix fiindainenlal 

Si 7'otw < l r . iin. so rechaza la hipótesis fiiiidamentoi. 

5 13. Comparación de la media iiiueslral y la media 
general liipolélien de un coiijiinlo normal 

A. f_a dispersión del ronjunlo general es conocida. Supon¬ 
gamos que el con jimio general X está dislribuido norinalmcn- 
le. además, a pesar de que la media general a es desconocida 
existen mol mis para suponer que ella es igual al valor 
hipotético (supuesto) I’or ejemplo, si X es el conjunto do 
dimensiones j, de una partida de piezas producidas por una 
máquina automática, so piiedcsuponerqucla inedia general 
a de estas dimensiones es igual a la dimensión teórica 
•‘ara veiifirar ralla su|Nisiciún se halla la media maestral x 
v se establece si r y n„ se diferrneian de minera significativa 
o iir.ignifir.iliv.-i. Si la difenmei.i resulla insignificaliva, 

1,1 '"•''I.a asegura en término medio la dimensión do pro- 

jeelo; si la ililereiieia es signiílcaliva, la máquina dplie 
reajiisl.use 

Supongamos que cnnocenios la dispersión del conjunto 
general, por ejemplo, del experimento anterior, o bien so lia 
lia llalli) leorii aiiienle, o lijen se raleólo por lina mueslra de 
gran volumen (por una mueslr.i grande puede nldenerse mui 
i*sl iuiartúii liaslanle luieiia de la dispersión). 

Son asi que de un conjunto general normal so lia extraído 
mía inueslra de volumen n y por ella se ha encontrado la 
media iiiuesli.il J y al mismo tiempo la dispersión general cr 
es conocida. I’ara na nivel de significación dado, se necesita 
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verificar por le media mneslr.il la hipótesis fundamental 
H t : a = «o rio la igualdad onlro la media general y ol 
valor hipotético a,- 

Teniendo en cuenta que la media inucslml es la estimación 
no desviada do la media general (cap. XVI. § 5), es decir, 
,\l (x) =. a, la hipótesis fundamental puede escribirse asi: 
Al (A') = »»• 

Por consiguiente, se necesita verificar quo la esperanza 
matemática de la media maestral es igual a la media general 
hipotética. En otros palabras, hay que establecer si las 
medias maestral y general se diferencian do manera signi¬ 
ficativo o insignificaliva. 

Como criterio de verificación do la hipótesis fundamental 
lomamos la magnitud aleatoria 

„ (X- .p) V" 

” o(í> 


quo está distribuida normalmente: además, cuando la hi¬ 
pótesis fundamental es cierta, . 1 / (£/) = 0, o (U) ■= 1. _ 
Puesto quo aquí la región crítica se construye en función 
del tipo de hipótesis alternativa, como en el § 10. nos limita¬ 
remos a formular la regla de verificación de la hipótesis fun¬ 
damental, designando el valor del criterio U, calculado por 
los datos de los observaciones, por í/ 0 bs- 

Regla I. Para verificar, a un nivel de significación dado, 
la hipótesis fundamental //,: a — o 0 de la igualdad entre 
la media general n de un conjunto normal con dispersión 
conocida o’ y el valor hipotético»,,, cuando la hipótesis 
alternativa He a =4fl„, hay que calcular el valor observa¬ 
do del criterio 


ífoln = 


(j — a 0 ) Va 


y por la tabla do la función de I.aplaco, hallar el punió cri¬ 
tico de la región critica bilateral por lo igualdad 

f(u«,) = -^. 

Si |Cf 0 D»l< »cr. no bav porque rechazar la hipótesis 
fundamental. 

Si | í/ot» I > u c ,. la hipótesis fundamental se rechaza, 
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Hcgln 2. Cu.nulo la hipótesis concurrente H,:a>a 0 , 
H punto critico ilc la región critica Je ilereclm se llalla por I. 
igualdad 

1' (“cr) = . 

Si (Soba < «en «o l'ay porque rechazar la hipótesis fun¬ 
damenta), 

Si U oi« > i'cr. la hipótesis fiimlauienlal so rechaza. 

Urgía i!. I’arn la hipótesis allcrnaliva //,: n< a,, al 
principio so halla el punto critico « ct según la regla 2, y des¬ 
pués se supone que el limite de la región crítica do izquier¬ 
da es 

“«•=• -Ucr- 

Si t/oi» > — «cn "o l'ay porquo rechazar la hipótesis 
fundamental. 

Si f/»b« < -«cr. so rechaza la hipótesis fundamental. 

Ejemplo I. lie nu coujunlogoneral normal con desviación 
cuadrática media conocida o = 0,31) se ha escogido una 
muestra de volumen n — 30 y por elia se ha hallado la me¬ 
dia maestral x — 21,0. l’ara el nivel de significación 0,05 
hay que verificar la hipótesis fundamental 2 / c : a = a 0 = 21, 
siendo la hipótesis alternativa //,: a ^e21. . » 

solución. Hall,irnos el valor observado del criterio 

„ _ (*- V" . (21,6-21) 1 /aü , n 
- á --Odió- - 1U - 

l'or los dalos, la hipótesis alternativa tiene la forma 
a ijfco, [ior eso la región crítica es bilateral. 

Hallamos el punto critico por la igualdad 

<D (,«,,)= <75. 

l’or la laida de la función do Laplacc encontramos -- 

a 1,00. 

J’ueslo quo f/ob. > ««„ rechazamos la hipótesis tun- 
ihiiiieiilnl. l-.ii otra* palabras, las medias muestra! y gonoral 
hipotética so diferencian tic manera significativa. 

Ejemplo 2. l’or los dalos dol ejemplo 1 verificar la hipó¬ 
tesis fiinilainculel ll„:\a = 21, cuando la hipótesis alterna¬ 
tiva os a > 21. i-» 

solución. Dudo que la hipótesis alternativa tiene la for¬ 
ma o >21, la región critica es de derecha. 
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Hallamos el pimío ciilico por la ¡gualdail 
<l> K r ) = -i^2L = *-**■<* = 0.45. 

Cor la labia déla [unción do La place encontramos u cr — l.liñ. 

En virtud de que í/o&i = 10 > « Q „ rechazamos la 
hipótesis fundamenta); lo diferencia entro las medias maes¬ 
tral y general hipotética es significativa. 

Cabe hacer notar que en el ejemplo 2 la hipótesis fiinda- 
nienlnl podía haberse rechinado inmediatamente, ya que 
había sido rechazada en el ejemplo 1 , para la región critica 
bilateral, fiemos expuesto la resolución detallada con fines 
didácticos. 

B. I.a dispersión del conjunto general es desconocida. Si 
la dispersión del conjunto general no es conocida (por ejem¬ 
plo, en el caso de muestras pequeñas), como criterio de veri¬ 
ficación do la hipótesis fundamental se loma la magnitud 
aleatoria. 

y _ (X -api V" 

donde i es la desviación cuadrática media «corregida». La 
magnitud T tiene la distribución I de Slndent con A* = n — 1 
grados de libertad. 

La región crítica se construye en función del tipo de hipó¬ 
tesis alternativa. Va que esto se realiza como so describió 
antes, nos limitamos a las reglas de verificación de la hipó¬ 
tesis fundamental. 

Regla I. l’ara un nivel de significación dado a, a fin 
do verificar la hi|u>te$is fundamental //,: a — a„ sobre la 
igualdad entre la media general a desconocida (conjunto 
normal con dispersión desconocida) y el valor hipotético n 0 , 
cuando la hi|iótesis alternativa {/,: a ^a,, hay que calcu¬ 
lar el valor observado del criterio: 

7ob. =* 

y por la tabla do puntos críticos do la distribución 1 de Stn- 
deut, según el nivel de significación dado a, situado en la 
línea superior de la tabla, y el número] de grados de libertad 
k — n— 1, hallar el punto crítico l cr . Miat (a. A). 

Si |r obs |< l a . watt no hay porque rechazar la hipóte¬ 
sis fundamental. 
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¿i |7 'pmI > leí uiai. ín hipótesis fumlnniciilnl so rcchazí). 

ltegla 2. Si la hipótesis alternativa II 1 : «> o 0 , por el 
nivel fie significación a. situado en la linea inferior de ln 
laida (suplemento tj), y el número de (¿lados de libertad 
k 11 — I. se llalla el punto crílico Ir, jn (o, k) de la re¬ 
gión crítica de derecha. 

Si r„ i«< Ut. Mr. no hay por<|ue redi arar la hipótesis 
fundamental. 

Si Tri* > I*,. l'ipólesis fiimlmnenlal se rechara. 

Jtegln 3. Cumulo la hi|iólcsis alternativa //, : a < a„ 
al principio se halla el punlocrilico “ausiliai”/,,.<« (a, k) 
y se supone el limite déla región critica de izquierda tcr.iw” 

Si 7'oin "> — fcnicr. no hay porque rechazar la hipóte¬ 
sis fundamental. 

Si r„„< —dtr. la hipótesis fnmlnuienlnl se lechara. 

Ejemplo 3. I'or una muestra de volumen u => 21), escogi¬ 
da de un conjunto general normal, se ha hallado la media 
mueslrnl x ID y la desviación cuadrática media «corregi¬ 
da» d,f>. I’ara el nivel de significación 0,05 hay quo veri¬ 
ficar la hipótesis fundamental //„ : a = a 0 = 15, cuando 
la hipótesis alternativa es H,:a ^tl5. 

soi.ucios- Calculamos el valor observado del criterio 

r 0 „ = = 0,99. 

I'or los dalos, la hipótesis alternativa tiene la forma 
a ^¿a„, por eso la región critica es bilateral. 

I'or la tabla de punios críticos do la distribución I do 
Slmlent, según el nivel de significación a =0,05, situado 
en la linea superior de la labia, y por el número de grados de 
libertad k ‘ 20 — I — 19, bullamos el pimío critico 
/„ mui (0.05; 19) 2.09. 

I’uesto quo |7\i»» I < f c r tuut . no liay porque rechazar 
la hipótesis fundamental; la media maestral se diforoncla 
de mullera llisignifiraliva de la ineilln general hipotética. 

§ Id. Vínculo onlrc la región crítica bilateral y el 
¡Hiérvalo de confianza 

Se demuestra fácilmente que al buscar la legión crítica 
liilnler.nl para el nivel de significación a, por lo lauto, so 
halla también el correspondiente intervalo de confianza 



(o intervalo confidencial) con fiabilidad y= l — a. Por 
ejemplo, en el § 13, ni verificar la hipótesis fiiiulamcnlal 
//„: a — a„, cuando II,: a 51 fen„, exigimos que la probabi¬ 
lidad do caer el criterio U — eu la región critica 

bilateral fueso igual al nivel de significación ce, por lo tan¬ 
to, la probabilidad do que el criterio caiga en la región de 
aceptación de la hipótesis u cr ), iguala 1—a = y. En 

otras palabras, con la fiabilidad y se cumplo la desigualdad 


— «cr< 


(x— a) Vn 
o 


< IIc. 


o bien la desigualdad equivalente 

*- u "^h <a< * +Ut,J W' (,) 

donde (n cr ) = -|-- 

Hemos obtenido el intervalo de confianza para estimar la 
esperanza matemática o do una distribución normal en el 
caso de o conocido, con fiabilidad y (cap. XVf, § 15). 

Nota. A pesar de que ta búsqueda do la región crítica bilateral 
y del intervalo confidencial nos conduce a idéoticos . resultados, 
su interpretación es distinta: la región crítica bilateral defino los limi¬ 
tes (puntos críticos), entre los cuales está situado el (1 — a) % dle 
número do criterios observados, hallados al repetir los experimento'! 
ol ¡ntervolo confidencial determina los limites (extremos del interva¬ 
lo), entre los cuales en y=(l— a)% de pruebas está encerrado el valor 
verdadero del parámetro que so estima. 

§ 15. Determinación del volumen mínimo tle una muestra 
al comparar las medias muestral y general hipotética 

Frecuentemente en la práctica se conoce la magnitud 
(precisión) 5 > 0 que no debe ser mayor que la magnitud 
absoluta do la diferencia entrólas medias muestral y general 
hipotética. Por ejemplo, generalmente se necesita que la 
dimensión media de las piezas producidas so diferencia de la 
do proyecto no mas que un ó prefijado. 

Nos preguntamos: ¿cual debe sor el voluraon mínimo do 
la muestra para que se cumpla esta condición con la probabi¬ 
lidad y = 1 — a (a es el.nivel de significación)? 

Puesto que ol problom.i'de encontrar el intervalo do con¬ 
fianza para estimar la esperanza matemática do una dislri- 
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burlón normal cumulo so conoce o y el problema ile bailar 
la región critica bilateral para vcriíicnr la hipótesis sobre la 
igualdad de la esperaiua uiatemálica (media general) al valor 
hipotético (§ Id, A)se reduce a lo mismo (5 14), utilizamos la 
fórmula (cap XVI, § 1!>) 



donde l/ eI so halla por la igualdad *1» («j,) — .= i—2 . 

Si o es deconocido, y se ha cueuulrado sil estimación s, 
eidunces (5 Id, II) 


ii — 


<Í, Nl,l(u. 

- r- - 


§ 1C. Ejemplo de hallazgo do la potencia «leí criterio 

itloítrenios un ejemplo de hallazgo de la potencia del cri¬ 
terio. 

Ejemplo. Por la muestra de volumen « — 25, escogida tic 
un conjunto general normal con desviación cuadrática media 
o — IU conocida, se lia hallado la media muestra! x - lí>. 
Para el nivel de significación 0 , 0 ñ se necesita: 

a) hallar la región critica, si se verifica la hipótesis fun¬ 
damental o = o, = 20 de la igualdad entre la media 
general v el valor hipotético, siendo la hipótesis alternativa 
II, : <! < 20; 

b) liallai la potencia del ciilcrio de verificación, para 
«„ = ib. 

soi.t!Cio\ a) Puesto que la hipótesis nllornnlivn tiene la 
forma a < la región critica es de izquierda. 

Utilizando la regla d (§ 13, A), hallamos el punto critico: 
uír = — 1,65. l’or lo tanto, la legión critica de izquierda so 
determina por la desigualdad V < — f ,lifi, o desarrollado 

< ^VS <_ 1 , 65 . 

Do aquí x < IG,7. 

Para estos valores de la media muestra! la hipótesis fun¬ 
damental se rechaza; en este sentido x — Ib,7 se puedo consi¬ 
derar como valor critico de la inedia mueslral 
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b) Para calcular la potencia üeí criterio examinado, encon¬ 
tramos previamente su valor, a condición de quo la hipótesis 
alternativa sea cieita (es decir cuando « 0 = 10). poniendo 
x = 10,7: 


twj-yya ^ 035 

Do aquí so aprecia quo, sil < 10,7, U < 0,35. Puesto quo 
|>aro x < 10,7 la hijiúlesis iumloiuoulnl se rechaza, y para 
U < 0,35 también se rechaza (en este caso la hipótesis nl- 
1 ornaIiva es cierta, como supusimos a 0 ** 1G). 

Utilizando la función de Laplace, a continuación halla¬ 
mos la potencia del criterio, es decir, la probabilidad do quo 
la hipótesis fundamental sea rechazada si la hipótesis alter¬ 
nativa es cierta (§ 7): 

P (U < 0,35) (- oo < U < 0.35)- /'(—cx.< ¿/<0) -| 

+/'(0 < V < 0,35) = 0,5+<!>ÍÜ,35)~0,5 | 0,1368 = 0,0368. 


Asi pues, lo potencia buscada del crilorio examinado os 
aproximadamente igual a U,04 Si so aumenta el volumen 
de la muestra, la potencia se incrementa. 

Por ejemplo, comido n = 64 la potencia es igual a 0,71. 
S¡ se aumenta a, la potencia también so incrcmenla. Por 
ejemplo, pora o = 0,1 la jalcncia es igual a 0,7642. 


Nota. Conociendo la potencia se halla fácilmente la ¡irolialiilid.nl 
del error de segundo género: p = 1—0.64. (Esté cloro que para resol¬ 
ver el ejemplo anles podía haberse encontrado ñ, y luego la potencia, 
igual a t—P) 


§ 17. Comparación de dos inedias de conjuntos generales 
normales con dispersiones desconocidas (muestras dependientes) 

Kn el párrafo anterior se supuso que las muestras eran 
independientes. Aquí se examinan las muestras do igual 
volumen, cuyas variantes son dependientes de dos en dos 

Por ejemplo, si a-, (< = 1,2.») son los resollados de 

las mediciones de las piezas por el primer aparato, c y, son 
los resultados de las mediciones de las mismas piezas pro¬ 
ducidas en igual orden por un segundo aparato, T , c >/, son 
dependientes de dos en dos y. bajo este concepto, las propias 
mués!ros son dependientes. Dado que, como regla x, ^y,, 
se hace necesario establecer si los pares de estos números se 
diferencian de manera significativa o insignificativ». 
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Se plantea uii problema análogo al comparar ios métodos 
de investigación realizados en un mismo laboratorio, o bien 
al investigar con igual método en ios laboratorios dis¬ 
tintos. 

De este modo, supongamos quo los conjuntos generales X 
c Y estén distribuidos normalmente; además sus dispersio¬ 
nes son desconocidas. Se necesita verificar, para el nivel de 
significación «. la hipótesis fundamental II,: M (Jf) = 
“ Al (>') de la igualdad entro las medias generales do los 
conjuntos normales con dispersiones desconocidas, siendo la 
hipótesis alternativa II,: Al ( A) ¡¿-Al (Y), por dos mues¬ 
tras dependientes de igual volumen. 

Díte problema de comparación de Jos medias lo reducimos 
al problema de comparación de una media muestral con el 
valor hipotético do la media general, resuelto en 5 13, B. 

Con este piopósito ponemos en examen las magnitudes 
aleatorias, o sea, las diferencias D,- X, — Y, y su media: 

y,ix¡-r,) VA, S 1 'i e ?_v 

« n n n 

Si la hipótesis nula es cierta, es decir, Al (,Y) = .1/ (Y), 
entonces .1/ (.Y) — Al (Y) = 0 y, por lo tanto, 

.1/ (D) - M $-?) = M (X) - Al (Y) =0. 

1‘or consiguiente, lo hipótesis nula II,: M (X) = M (?) 
podemos escribirla asi: 

II,: AI[D) = 0. 

En esto coso, la hipótesis alternativa loma la foima: 

H,: M (D) ^ 0. 

A'ola I En adelante las diferencias no aleatorias observadas 
*/ — »i “S designaremos por i,, a distinción de las ditcrcncius aleato¬ 
rias D¡ A| — r,. Análogamente la media muestral de estas dife- 

\'d 

reacias —— la designamos por rf, a distinción de la magnilud aleato¬ 
ria D. 

Así pues, el problema de comparar las dos medias xa ~y 
se reduce a comparar una media muestral i con el valor 
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hipotético «le la media general M ( O ) = n, = 0. Este pro¬ 
blema ya se resolvió en el § 13, B, por eso daremos sólo la 
regla de verificación de la hipótesis fundamental y mi 
ejemplo que la ilustra. 


'Vota 2. Como se deduce de le eximido antes, en la fórmula 

(5 13, B) 


r^-íL-MVL 


hay que poner 


r-í «•-•O, >- »w ~ J 




Luego r oh . 


dJ/7, 


Regla. Para verificar, a un nivel do significación prefi¬ 
jado a, la hipótesis fundamental //„: Al {X) = Ai X) de la 
igualdad entre dos medias de conjuntos normales con disper¬ 
siones desconocidas (en el caso do muestras dependientes 
de igual_volumen) cuando la hi|iótesis alternativa es df (X) =£ 
=f- Al X), liav que calcular el valoi observado del criterio 



y por la tabla de puntos críticos de la distribución l de Slu- 
denl. según el nivel de significación a, situado en la línea 
superior de la tabla y por el número de grados do libertad 
h = n — I, hallar el punto crítico /,, miat (ct, /•). 

Si I T'titnl < fer. siisi. no hay pnrquo rechazar la hi¬ 
pótesis fundamental. 

Sí | ¡'oh, I > Ur biiat. la hipótesis fiimt.iincnlal se rechaza 

Ejemplo. 5 piezas se lian medido en igual orden emplean¬ 
do dos aparatos y so lian obtenido los siguientes rosa liados 
(en centésimas do mm): 

Tir=G, ij = 7, Zj=8, r t *. 5, x 4 = 7; 

Pi“7. p, = G. p,-8. y, = 7. y s = 8. 


Para el nivel de significación 0,05 Itav quo establecer si los 
resultados de las mediciones se diferencian do manera 
significativa o ¡nsignifícativa. 
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soi.ucion. Resumió de los números de la primera linea 
los números de la segunda, obtenemos 

d, = _ 1, d, = 1. d, = 0. d, = -2, r/j = — 1. 

Hallamos la media maestral: 

J——< + 1±0-2+( —1»_ Q6 

Teniendo en cuenta que I -» 7 

y ]£d, = —3, bailárnosla desviación cuadrática media 
«corregida»: 



Calculamos el valor observado del criterio 
1 / Íl3 

Por la tabla do puntos críticos de la distribución / de Sln- 
tlcnl. según el nivel de significación Ü.Oá, situado en la linea 
superior de la tabla, y el número de grados de libertad lí — 
= 5 — 1 — i. hallamos el punto critico l. r t,,i al ( 0 . 00 : 4 ) = 
= 2.78. 

Puesto que | 7 0 bs I < / c r. biiai. no hay poique rechazar 
la hipótesis fundamental, l'n otras palabras, los resultados 
do las mediciones se diferencian de manera insignificativa. 


§ 18. Comparación de la frecuencia relativa observada 
con la probabilidad hipotética de aparición de un suceso 

Supongamos que por un número suficientemente grande « 
de experimentos independientes, en cada uno de los cuales 
la probabilidad p de quo aparezca ol suceso es constante, 
pero desconocida, se encontró la frecuencia relativa ~ . 
Admitamos que existen razones para suponer que la proba¬ 
bilidad incógnita es igual a un valor hipotético p„. Para un 
nivel de significación dado a, hay que verificar la hipótesis 
nula consistente en que la probabilidad desconocida p es 
igual a la probabilidad hipotética p„. 
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Dado que la probabilidad se estima por la frecuencia rela¬ 
tiva, el problema examinado puede formularse, también, así: 
hay que establecer si la frecuencia relativa observada y la 
probabilidad hipotética so diferencian de manera significa¬ 
tiva o insignificativa. 

Como criterio de verificación do la hipótesis fundamental 
lomamos la magnitud aleatoria 




(£-*) ^ 


Vcolo 


donde = 1 — p 

La magnitud Ó, cuando la hipótesis fundamental es 
cierta, esta distribuida con aproximación normalmente coa 
parámetros M (£/) — 0, o (U) - I. 

Fxplicación. Se ha demostrado (teorema rio La place) que 
para valores bastante grandes de n la frecuencia relativa 
tiene aproximadamente una distribución normal con o~pi- 
ranza matemática p y desviación cuadrática medial/"^- . 
Normando la frecuencia relativa (icxlaudo la esperanza m >- 
temática y dividiendo por la desviación cuadrática media) 
obtenemos 

-- p I— — frjyi 


además ¡V (ü) — 0, o (O) — 1. 

Si la hipótesis nula es válida, es decir, para 

/r =- p„. 



/Vola I. Eu adelante la frecuencia observada se desigual i por -2L 
a diferencia do la magnitud aleatoria 


Puesto quo aquí la región crítica se construye como en 
el § 10, expondremos solninento los reglas de verificncióu de 
la hipótesis nula y un ejemplo ilustrativa. 

Regla 1. Para verificar, a un nivel de significación dado, 
la hipótesis fundamental //„: p = p, de la igualdad entre 



la probabilidad incógnita y la probabilidad hipotética, sien¬ 
do la hipótesis alternativa //,: p ^ p 9 , hay quo calcular 
el valor observado del criterio 

y por la tabla ile la función do Laplaco hallar el punto crí 
tico u cr por la igualdad <t> (n cr ) = - lj ^-. 

Si 1 í/o*, I < ««• no hoy porque rechazar la hipótesis 
fundamental. 

Si | C/otu | > «cr> lo hipótesis nula se rechaza. 

Regla 2. Para la hipótesis alternativa //, : p > p c so 
halla el punto critico de la región crítica de derecha por la 
igualdad <!' («„) = ■ 

Si f„t„ < n rr . no hay porque rechazar la hipótesis 
nula. 

Si f„t„ > it,. r . la lii|>ólcsis nula se lechara. 

Regla 3. I’.ira la hipótesis alternativa //,: /!</■««o 
halla el punto criliro u,, poi la regla 2. y luego se supone el 
limite de la región iriiiea de izquierda ir„ —- — 

Si l oiu > — Ucr- "o hay poique nibnz.u la hipótesis 
toro 

Si < — i'.r la hipótesis nula se rechaza. 

i\oin 2. I.*.s rcsuliailos salisfaci«rú.s asegura el cunipliouer.lu de 
la desigualdad i t ptpt > 0. 

Ejemplo. Por 100 pruebas independíenles se ha determi¬ 
nado la frecuencia relativa O.0S. Verificar la hipótesis cero 
//„: // — p a 0.12 para el nivel do significación 0.05. 
sioudo la hipótesis alternativa //,: p s*0,12. 

solución Hallamos el valor observado del criterio 



Vm, ' 


10 , 03 - 0 . 12 ) 1/150 , ,, 

VÍTr5.88 “ ’ 


Según los dalos, la hipótesis alternativa tiene la forma 
p =/ p B , por oso la región critica es bilateral. 

Hallamos el punto criliro de la igualdad. 


<D(u„) = - 


1 - 0,05 


. 0 . 475 . 
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l’or la labln <lc la función de La placo (suplemento 2) baila¬ 
mos M cr = 1,96. 

Puesto que | liota I < «cr. no hay porque rechazar la 
hipótesis fundamental En otras palabras, In frecuencia re¬ 
lativa observada se diferencia do manera insignificaliva de 
la probabilidad hipotética. 

§ 19. Comparación de varias dispersiones «le conjuntos 
generales normales por muestras de distinto volumen. 
Criterio de Bartlett 

Supongamos que los conjuntos generales X¡, A',, . . X, 
están distribuidos normalmente. De estos conjuntos se han 
eMrnido muestras independientes, en general, de distin¬ 
tos volúmenes n„ n„ . . ., n, (algunos volúmenes pueden sin 
idénticos: SI todas las mucslias tienen igual volumen, con 
viene utilizar el criterio de Corlirnn desrripto en el párrafo 
siguiente), l’or las muestras lian hallado los «lispcisione» 
muéstrales *J, sj.si. 

Para un nivel de significación dado a, se necesita vetifi- 
car por las dispersiones muéstrales corregidas la hijiólesis 
fundamental consistente en que las dispersiones generales de 
los conjuntos csaminados son iguales entro sí: 

//„: D ( X ,) = D (X,) = ...=/> (A',). 


En otras palabras, hay que establecer si los dispersiones 
muéstrales corregidas se diferencian de manera significativa 
o insignificativa. 

La hipótesis sobic la igualdad de varias dispersiones aquí 
considerada se llama liipólesis de homogeneidad ile las dis¬ 
persiones. 

Notemos que como número do grados do libertad de la 
dispersión s? se llama el número I:, »■ a, — 1, es decir, rl 
número inenoi en una iiniilnil del vuluiiieu de la muestra, por 
la que so lia calculado la dispersión. 

Designamos por ir la inedia aritmética ríe las dispersio¬ 
nes corregidas, ponderada poi los números de gi.ullss do 
libertad: 

¿*,*i 


donde A — 2 Ai 




Como criterio de verificación tic la hipótesis nula de ho* 
mogeniodnd (lelas dispersiones lomamos el criterio de Bart- 
lell, o sea, la magnitud aleatoria 


l 

donde V' *-* 2 t oíl*l|A • Ig jp -* A*| Ig s¡), 

c - 1 I -3<T^*7í S TT — VJ• 

(■I 

Rnrllcll estableció que In magnitud aleatoria B, a con¬ 
dición do que la hipótesis nula sea justa, está distribuida 
aproximadamente cuino y 1 con / — I grados de libertad, si 
todo l¡¡ > 2. Teniendo en cuenta que k, — n, — 1, dodli- 
i irnos que ii, — I i» 2, o bien n, > es decir, el volumen 
de cada una de las muestras no delie ser mayor que 4. 

La región crítica se construyo de derecha, partiendo do la 
condición de que la probabilidad do caer el criterio en esta 
región suponiendo que la hipótesis fundamental es cierta, 
sea igual al nivel de significación admitido: 

/’[«>».(=. f-l)l- a- 

El punto critico ■/;, («, l — 1) se hallo por la tabla (su¬ 
plemento 5) según el nivel de significación a y el número de 
grados de libertad k — / — 1 luego de lo cual se determina 
la región crítica de derecha por la desigualdad 

«>A. 

cu I.mío <1110 l.i región de aceptación de la hipótesis, por !n 
desigualdad 

11 < 7Ír- 

Designamos el valor del criterio de liarllcll. calculado 
por Iris dalas de las oliservacioaes, por y formulamos la 
regla di* verificación de la hi|Hdcs¡s nula. 

Itegln. I’aru verifiear, a un nivel de significación prefi¬ 
jado a, la hipótesis nula sobre la homogeneidad do las dis¬ 
persiones de conjuntos normales, hay que calcular el valor 
observado del criterio de liarllcll /> — -j- y por 1a labia do 
puntos críticos di* la distribución y 1 encontrar el punto cri¬ 
tico Xct («. < — 1). 



Si ¿Jobs < Xcr. no Imy porque rechazar la hipótesis 
fundamental. 

Si ¿Job» > X?r- 1“ hipótesis fundamental se rechaza. 

Nota i. No liay quo apresurarse en calcular la constado C. Al 
principio hay quo hallar V y compararla con y»; si resulta quo V < 

V 

< y.!,' la > ll o mejor (ya que C > 1) 8 = — < y, por lo tanto, no 
hay porque calcular C. 

Si V > Xcr' hay quo calcular C y luego comparar 8 con 

Nota 2 El criterio rio ItartlcU es muy sensible a las desviaciones 
de las distribuciones respecto de la normal, por eso es necesario tratar 
con cuidado ios deducciones obtenidas por este criterio. 

Ejemplo. Por cuatro muestras independientes de volóme- 
nos ti, ■= iO, n. ** 12, i:, = 10 , n, - 16, escogidas do con¬ 
juntos generales normales, se lian encontrado las dispersio¬ 
nes muéstrales corregidas, respectivamente iguales o 0,25: 
0,40; 0,30; 0,40. Para el nivel de significación 0,05, verifi¬ 
car la hipótesis de hoinogcuidad de las dispersiones (la re¬ 
gión critica es de derecha). 

solución. Formamos la tabla de cálculo 25 (la columna 
S por ahora no la com piel iremos, ya que aún no sabemos si 
se necesita calcular C) 

Tolla !S 


1 

•> 

3 

K 

5 

mam 


KM 

N «mo¬ 
rí- tic 

mué** 
tr* » 

Volumen 
d.- la 
mu«»tra 

1 

VjRKro , 
do cra*« 
a- uut- 
i*J * t 

■ar 

•i 1 ! 

a 

*i >s Ó 


1 

tu 

9 


mi 

1.3070 

0,5811 

M 

2 

13 

12 

0,40 

4.SO 



¡■n 

— 

3 

13 

li 

0,% 

5.04 

? ,5503 

7,7822 


4 

Mi 

15 


r.,90 

1,6628 

6.9420 


s 


(>50 

■ 



22.5305 
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Ulili/iiii<to l.i l;ibl.i «lo cálculo, hollamos: 


= ■^■■=0,3108; Ig 0,3798 -1.5795; 

V -2,303 [*le?-2 *,ig*ll=- 
= 2.303150 ■ í .5795 - 22,5305) - 1,02. 

I'ur la labia (snplcincnlo 5), según el nivel tic significa¬ 
ción 0,05 y el número de grados de libertad 1—1 — ó_ 

— I -- 3, bullamos el |iunlo crilico xír (0,03; 3) — 7,8. 

I’nesto «ino V < xór, Unto mejor (puesto que C > 1) 
~ — < xír ,v. por lo lanío, no Imy porque roclintar In 
hipólesis tero sobre la lioinogeiieidml ilc las dispersiones. En 
"Iras palabras, las dispersiones muéstrales corregidassedifo- 
" iii iau ile Hialina iiisignificalira. 


-Voín :t. Si bay que estimar la dispersión general, entonces para la 
* aiiiticióii ilo IwmngeiH'ídail do las dispersiones, conviene lomar como 
**" • la lililí i a ai tintinea «le Jas ilis|K'rsionrs corrcKiilas, pon- 

rlerado pin los números de grados do libertad, es decir 



l’or ejemplo, en el problema ex ominado como estimación de la 
dispersión general conviene tomar 0.3708. 

S 20. Comparación do varias dispersiones do conjuntos 
generales nórmale, por muestras de igual volumen. 
Criterio de Coebrau 

Supongamos que los conjuntos generales Y,. X,, . . X¡ 
o.láii dialribiiidus norinalmeiilo. De eslos conjuntos so lian 
(•■•logitlo f muestras imlopcndienles do igual lolumen n y por 
ellas so han caco»Irado los dispersiones muéstralos corregi¬ 
das *?, ,v’.»■;, lodo I OII igual número do grados do libar* 

lail A- — ii — I. 

Por las dispersiones corregidas, pora un nivel de signi- 
ri.-.irprefijado cr, se iiecesiln verificar la hipótesis funda- 
moiilal i inisislciilc en quo las dispersiones generales de los 
eonjonlos examinados son iguales entro si: 

//,: D (,Y.) - D (X,) = .. . = D (Y,). 
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En oirás palabras, hay que verificar: las dispersiones 
muéstrales corregidas se diferencian de manera significativa 
o insignificativa. 

En el caso examinado de muestras do igual volumen, 
según el criterio de Fidier-Snedecor (§ S) es posible comparar 
las dispersiones máxima y mínima; si resulta que la dife¬ 
rencia cutre ellas es ¡nsigiiificalivn, también es insignificati¬ 
va la diferencia entre ln« demás dispersiones. El inconvenien¬ 
te de este método está en que la información que contiene 
las róstanles dispersiones, salvo la niinima y la máxima, 
no se lomará en consideración. 

También se puede aplicur el criterio do Bartlelt. Sin 
embargo, como se indicó en el § 19, es conocida sólo la 
distribución aproa imada de este criterio, por eso conviene 
utilizar el criterio de Cocinan, cuya distribución so ba encon¬ 
trado coi. exactitud 

De este modo, como crilci.o de verificación de la hipó¬ 
tesis tuda tomamos el rute: o de Cocliran, es decir, la 
relación entre la dispersión máxima corregida y la suma de 
todas los dispersiones corregi das: 

r ¿i-». 

sí+sí—...+.'7 ‘ 

La distribución de esta magnr-id aleatoria depende sólo del 
número de grados de iiliert.nl V = « — 1 y la cantidad de 
muestras I. 

La región criticase consliu>« de derecha, partiendo de la 
condición de que la piobabilid. d de que el criterio caiga en 
esta región, suponiendo q .> la hipótesis nula es 
cierta, sea igual al nivel de -ignificación admitido 

/> IC > C. ct («. k. /)l - a. 

El punto crítico C, r (ct. i, 'I se llalla por la tabla (su¬ 
plemento S) y entonces, la tvgión crítica de derecha so 
detormina por la desigualdad 

G> 0. r . 


y la región do aceptación de la hipótesis nula, por la de¬ 
sigualdad 

G<G„. 
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r:l valor del criterio, calculado por los dalos do las 
observaciones, lo designamos por 6'„s, y formulamos la 
regla de verificación do la hipótesis nula. 

Regla. Para verificar, n un nivel de significación dado a, 
In hipótesis do homogeneidad do las dispersiones de conjun¬ 
tas distribuidos norinaliuenlo, hay que calcular el valor ob¬ 
servado dol criterio y por la tabla hallar el punto crítico. 

Si 6'oba < Círr» »o hay porquo rechazar la hipótesis 
fund.intciiUil. 

Si 6’ 0 i» > C cf , la hipótesis fiimlnmenlal so rechaza. 

Nnta Si Iwy que cstimor la dispersión general, entonces a cornil- 
i.iom il«* In liuinogeiieidiiil de los* dii|>ersioncs. cvinn c.Hlimnción de la 
•ii••4in*i «'•••iv iem* tuMdr l.i nirrtiii ¿iiilnifltai de l.w «Utfpcrsiniits mucslra- 
Ii*h nirregnlax. 


Ejemplo. I’or cunlro muestras independíenles de igual 
volumen n — 17, escogidas de conjuntos generales norma¬ 
les, so Imn cnconlrado las dispersiones corregidos: 0,26; 0,36; 
O/iO: 0,42. Se ncccsiln: o) pora el nivel de significación 0,05, 
verificar In hipótesis nula (fundamental) sobre la liomoge- 
neidod de las dispersiones generales (la región crítica es de 
derecha), b) eslimar la dispersión general. 

solución, a) 11.1 llamos el valor observado del crilerio de 
(.oclir.in, es decir, la relación entre la dispersión corregida 
máximo y la suma de todas las dispersiones: 

C " b * " ÜT2«4 0,36 + 0,40+0,42 “°' 2i1i7 - 

Según l.i labio (suplemento S). el nivel do significación 
0.05, el número do grados de libertad k => 17 — 1 — 10 

V el número de ..shas l - 4, bailamos el pimío critico 

<.',.,(0,05; lli; 4) O/i.lOC. 

Cuesto i|uo 6 'om < O’cr. no hay porque rechazar lo lii- 
I"dosis cero sobre la lioinopcnoidnd de las dispersiones. En 
olías palabras, las dispersiones mucslralcs corregidas so 
diferencian de moliera insignilicaliva. 

Ii) Oiitlo que la hi|>ólcsis fiinilamont.il es válida, corno 
estimación de la dispersión gcm-iul lomamos la media arit- 
mél ira de las dispersiones corregidas: 

n.26+0,3C+0,W + 0,S2 Q ^ 
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§ 21. Verificación de la hipótesis de. significación 
del coeficiente de correlación muestra! 

Supongamos que el conjunto general tridimensional (A', Y) 
está distribuido normalmente. De este conjunto se ha ostra- 
ido una muestra de volumen ay porellasoha encontrado el 
coeficiente do correlación maestral r¡n, que resultó distinto 
do coro. Puesto que la muestra se ha escogido do manera 
aleatoria, aún no se puede deducir que el coeficiente de co¬ 
rrelación del conjunto general r t también es distinto do cero. 
IZn resumidas cuentas, nos interesa precisamente esto coefi¬ 
ciente, por eso se hoco necesario, para un nivel de significa¬ 
ción dado a, verificar la hipótesis fundamental lí 0 : r„ — 0 
sobre la igualdad a cero del coeficiente do correlación general, 
siendo lo hipótesis alternativa //,: r, ^0. 

Si la hipótesis fundamental se rechaza, significa que el 
coeficiente de correlación muestra! so diferencia do coro do 
manera significativa, mientras que las i'tl’ están correla¬ 
cionadas, es decir, están vinculadas por una dependencia 
lineal. 

Si la hipótesis fundamental se admita, el coeficiente de 
correlación niuestral c-s insignificaliva, y las A’ e Y lio están 
correlacionadas, es decir no están vinculadas por una depen¬ 
dencia lineal. 

Como criterio de verificación de la hipótesis nula loma¬ 
mos la magnitud aleatoria 

- r a Va — 2 

La magnitud T tiene distribución / deSliidont con k = n — 2 
grados de libertad, si lo hipótesis fundamental es válida. 

Puesto que la hipótesis alternativa tiene la forma r t == 
¡?= 0, la región critica es bilateral; ésta se construye igual 
que cu el § 12 (primer caso). 

El valor del criterio, calculado por los datos de las obser¬ 
vaciones, lo designamos por T„i> % y formulamos la regla de 
verificación de la hipótesis nula. 

Regla. Para verificar, a un nivel de significación prefi¬ 
jado a, la hipótesis fundamental // 0 : r e = 0 sóbrela igual¬ 
dad a cero del coeficiente de correlación general de una 
magnitud aleatoria normal bidimensional, en el caso do la 
hipótesis alternativa, //,: r, ^fcO, hay que calcular el 
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valor observado del criterio 



y por la lübla do pinitos críticos de la distribución I do Stu- 
denl, según el nivel do significación dado y el número de 
grados de libertad A -- n — ?, bailar el punto criticólo (a, A) 
paia la rogióli critica bilateral. 

Si | Toin | < Icr. no hay porque rechazar la hipótesis 
fundamental. 

Si | T 0 it | > /«, la hipótesis fundamental se rechaza. 

Ejemplo, l’or una muestra de volumen n = 122, escogida 
de un conjunto uoiiual liidimeusional (A*, ) ), so encontró el 
coeficionle do correlación inuostrol r„ = O/i. Para el nivel 
de significación O.Uá, verificar la hipótesis nuln sobro la 
igualdad a cero del coeficiente de correlación general siendo 
la hipótesis alternativa //i:r, ,¿0. 

soí.ucion. Hallamos el valor observado del criterio 


T „ 'mVn -2 _ (M yvñ=2 _,- 3 

7^1 v.-oaT-- 4 '' 8 - 


Según los dalos, la hipótesis alternativa tiene la forma 
r R ^0, por eso, la región critica es bilateral. 

l’or ol nivel de significación 0,00 y el número de grados 
de libertad A- = 122 —2 — 120, hallamos por la tabla (su¬ 
plemento 0), para la región critica bilateral, el punto crítico 
(0,05; 120) = I.Ofi. 

Va que Tobt> Ui. rccliatamos la hipótesis fundamental. 
En otras palabras, el coeficiente de correlación muestra) se 
diferencia de cero de manera significativa, es decir, A' o Y 
están correlacionadas. 


S 22, Verificación de la hipótesis de distribución normal 
de un conjunto general. Criterio de aceptación «le Pcnrson 

En los párrafos anteriores supusimos conocida la ley de 
distribución del conjunto general. 

Si la ley de distribución es desconocida, perú hay moti¬ 
vos de suponer que ella tiene una forma determinada (la lla¬ 
mamos .d), entonces se verifica la hipótesis fundamental: el 
conjunto general está distribuido por la ley A. 
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La hipótesis sobre la supuesta les ile ilislriInició» desco¬ 
nocida so verifica de igual inodnqiic para la hipótesis sobro 
los parámetros tle la ilislrilmeión, es decir, mediante lina 
magnitud aleatoria especialmente escogida, o sea, el crite¬ 
rio do aceptación. 

El criterio de verificación de la hipótesis sobre la su¬ 
puesta ley de distribución desconocida se llama criterio de 
aceptación. 

Existen varios criterios de arcplación de: x* («i* cuadra¬ 
do») K. tle l’oarson, Kulniognrov, Smiriinv, etc. 

iN'os limitaremos a dr-iribir la aplicación del criterio de 
l'earson a la verificación de la hipótesis soliro la tllslrilm- 
cióu normal de un conjmitn general (el crilcrio se aplica 
allá loga mente para otras ilislri luiciones, en esto reside su 
ventaja). Con este propósito tamos u comparar las frecuen¬ 
cias empíricas (observadas) y teóricas (calculadas, suponien¬ 
do una distribución normal). 

Generalmente so distinguen las frecuencias empíricas 
y teóricas. Por ejemplo (cap. XVII. § 7). 
frecuencias ompir. 6 13 3S 71 100 83 30 10 4 

frecuencias teór. 3 14 42 82 00 70 37 11 2. 

¿La divergencia de los frecuencias es aleatoria? Es posi¬ 
ble que la divergencia sea aleatoria (insigiiificaliva) y se debe 
al pequeño número de observaciones, o bien a su método de 
ngrupamienlo, o a otros motivos. Es posible que la diver¬ 
gencia de las frecuencias no es aleatoiia (significativa) y se 
debe a que las frecuencias teóricas están calculadas, partiendo 
de la hipótesis sobre la distribución normal del conjunto 
general. 

El crilcrio de l’earson responde ii la piegunla antes formu¬ 
lada. En verdad, como cualquier criterio, no demuestra la 
certeza de la hipótesis, sino sólo establece, en el nivel de sig¬ 
nificación admitido, su acuerdo o no con los dalos do las 
observaciones. 

Así pues, supongamos que por la muestra de volumen u 
se lia obtenido la distribución enipirica: 

variantes zi z, Xj ... x., 

frecuencias ompir. n¡ «i n 2 ... n,. 

Admitamos que en la hipótesis de distribución normal del 
conjunto general, se lian calculado las frecuencias teóricas «¡ 
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(por ejemplo, como en el párrafo siguiente). l’ara el nivel do 
significación a, hay que verificar la hipótesis fundamenta); 
el conjunto general está distribuido normalmente. 

Como criterio de verificación de la hipótesis nula loma¬ 
mos la magnitud aleatoria 

o 

lista magnitud es alca lona, ya que en distintas experimento* 
ella loma diferentes raimes, previamente ileseonocido* Está 
claro que t itanio itienos so diferencian las frecuencias entpiri¬ 
las y las leóriras. lanío menor es I .agutí mi del criterio (*) 

.V, por lo lanío, ella caracteriza hasta cierto gtatlo la proxi¬ 
midad de las distribuciones empírica y teórica. 

Caite hacer polar que al elevar ni cuadrado las rlifrreorias 
de firrneneias. sellare imposible Ja eliminación innlna rio los 
diferencias positivas y negativas. Dividiendo por w¡ se logra 
reducir enría uno tic lussmnundos; en caso contrario la suma 
seria latí grande que doria logar al rechazo ile la hipótesis 
nula incluso cuando ella es válida. Desde luego, las conside¬ 
raciones expuestas no son la argumentación del criterio 
elegido, sino solamente tina aclaración. 

Se lia ileniuslrudo que para ;/ — oo la ley tic distribución 
ríe la magnitud aleatoria (*). imlepcndiciilcmcnlc de a qué 
ley de distribución obedece el conjunte general, tiende a la 
ley de distribución y : con X- grados de libertad. I’or eso, la 
magnitud aleatoria (*) está designarla por y : y el prnpio 
criterio se llama criterio de aceptación .ji cuadrados. 

El número de grados de libertad se Italia por la igualdad 
I: — s — 1 — r. 

donde s os el número rio grupos (iulcrxnlos parciales) de la 
muestra; 

r es el número de parámclrosdeladislribuctón supues¬ 
ta que oslan estimados por los dalos de la muestra 

Imi particular, si la distribución supuesta es iiArnt.il. se 
estiman tíos parámetros (la esperanza tnalemálicn y la desvia¬ 
ción cuadrática inedia), por eso r =- 2 y el número de grados 
de libertad A- = .t — 1 — r ■= * — | -1 2 =» * — 3. 

Si. por ejemplo, so supone que el ronjunlo general está 
distribuido por la lev de f’oissou. se estima un parámetro?., 
por eso r = I y k = * — 2. 

Ya que el criterio unilateral rechaza más «rigurosainenle» 
la hipótesis nula que el bilateral, construimos la región crl- 


l/l 21-0300 
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tica de derecha, partiendo de la condición de que la proba¬ 
bilidad de caer el criterio en esta región, suponiendo que la 
hipótesis fundamenta) es cierta, sen igual al nivel do signi¬ 
ficación admitido a: 

P Ix*>x2r(«: *)!=“■ 

Por consiguiente, la región critica do derecha se determi¬ 
na por la desigualdad 

X*>1¿(a; A), 

y la región de aceplación de la hipólrcis fundanionlnl, por 
la desigualdad 

X*<XÍr(a: A-). 


El valor del criterio, calculado por los dalos de las obser¬ 
vaciones, lo designamos por y¡, y formulamos la regla do 
verificación do la hipótesis fundamental. 

Regla. Para verificar a nn nivel de significación prefijado 
la hipótesis fundamental // 0 : el conjunto general está dis¬ 
tribuido normalmente, al principio liay que calcular las 
frecuencias teóricas, y después el valor observado del criterio 


Xobt — 2 


t»i-"i) ¡ 


(*•) 


y por la tabla de puntos críticos de la distribución x : , según 
el nivel de significación dado a y el número'degrados de liber¬ 
tad A = s — 3. hallar el punto crítico Xcr (a: A). 

Si Xobs <C Xcr, no hay porque rechazar la hipótesis fun¬ 
damental. 

Si XÍm > Xcr. la hipótesis fundamental se rechaza. 

Nota t El volumen de la muestra debe ser bastante grande, en IikIii 
casa uo monor quo 50. Cada grupo debo contener n" meiin* de b—8 
variantes; los grupos poco numerosos hay quo unirlos en alio, sumando 
las frecuencias. 

Nota 2. Puesto que son posibles errores de pnuicr y segundo géne¬ 
ro, on particular, si la concordancia de las frecuencias teóricas y empí¬ 
ricas es «demnsiado buena», hay quo ser prudontc. Tur ejemplo, so 
puede ropetir la prueba, aumentar el número do observaciones, utili¬ 
zar otros criterios, construir la gráfica de distribución, calcular la asi¬ 
metría y el exceso (cap. XVtl, 5 S). 

Nota 3. A tiñes de controlar los cilculos.la fórmula (**)la trans¬ 
formamos a la forma 



Recomendamos a los lectores realzar esta transformación individual¬ 
mente. para los cuales necesario olevar al cuadrado en (••) la diferencia 
de frecuencias, simplificar el resultado por n¡ y tener en cuenta que 

S n i ” "• 2"¡'“ "• 

Ejemplo. Verificar la hipótesis sobre la distribución nor¬ 
mal de un conjunto general, para el nivel de significación 
0,05, si son conocidas las frecuendias empíricas y teóricas: 
frecuencias empir. 6 13 38 74 100 85 30 14 

frecuencias leór. 3 14 42 82 99 76 37 13. 

sot-ticroN. Calculamos )¡u. para ello formamos 1a tabla 

de cálculo 2 ( 1 . 

Tabla ¡S 



Los cálculos son correctos. 

Hallamos el número de grados do libertad, teniendo en 
cuerna que el número de grupos do lo muestra (número de 
distintas variantes) s =8; A = 8 — 3 = 5. 

Por la tabla de puntos críticos de la distribución y’ 
(suplemento 5), según el nivel de significación a = 0,05 
y ol número de grados do libertad k = 5, bailamos y.cr (0,05-, 
5) -11,1. 
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Pucslo que Xobi < '/Ir. nn liay porque rcclinvnr la liipú- 
lesís fundamental. En otras palabras, la ilivergcncia entre las 
frecuencias empíricas y teóricas es insignificflliva. I’or lo 
lanío, los dalos de las observar iones conruerdan con la liipó- 
lesis de dislribución normal del ronjunln general. 


5 2.3. Melntlolngia del ráleulo de las frecuencias 
leórieas de una ilislrihurlón normal 


fauno se dnliire del párrafo precedenle, lo esencial del 
inferió de aceplaciúu de IVarsoucsla cuínparaciónile lasfir 
cuencias cnipiric.isy teóricas. Eslá claro que las frecuencias 
empíricas se hallan cxpeiiiueiilalinenle. ¿Cómo linllnr las 
frecuencias teóricas, si se sii|u>ne que el conjiinlii general 
eslá dislribtiido notnialmeiile? A coiiliiiuacióii se expone 
uno de los mólodos do resolución de esle problema. 

I. Todo el intervalo de valores observados A" (inneslras 
de volumen n) so divide en s intervalos parciales (r„ ,r m ) de 
igual longitud. Se encuentran los ceñiros de los intervalos 
parciales r' — z !Ííh.'. ; como frecuencia n, de las varían- 
íes arf se loma el número de variantes que lian caído en el 
i-csimo inlervaln. En suma se ohliene una .sucesión de va¬ 
líanles cqiiidislantcs y sus correspondienles frecuencias 

*? r¡ ... JÍ, 


"l »2 ... II,. 

además, Z/i, = n. 

2. Se calculan, por ejemplo, por el inelodo de los produc¬ 
ios, la inedia iinieslr.il r* y la desviaeiúii cuailr.il ira media 
iiuieslral o*. 

3. Se iiiiriiiiilixn la inagiiilod alealoria .Y, es ilefic, se 
pasa a la miigniliul 7 . r* — n . Z ' y se caleolaii los ex Iremos 
de los intervalos (s,, z,. t ,): 


«i 


Íl-X* 



*i*i — 


*i.i—** 


además, el valor mínimo de Z, es decir, s, se snpono igunl 
a —oo, y el máximo, es decir, s, se supone igual a oo. 

ó. Se calculan las probabilidades leórieas p, do que X 
caiga en los intervalos (*,, x (+ ,) por la igualdad |d> ( 2 ), o sea. 
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I¡i liiiirinn de l.aplarel 

l>, "» ‘"(id,) — <1> (*<) 

y, l>or úlliiim, so li.illnn las frecuencias Icólicas ni = np¡. 

Ejemplo. Hallar las frccucncins teóricas por una dislri- 
Imrión ilo intervalo ilailo ele la miioslrn ilo vnliimco n — 200, 
sopoiiii'Milo <|iio el coiijiinlo (¡oiioral osló ilisllilmiiln normaI- 
incnlr (fnliln 27) 

Tnhl« 27 


■ 

\ initr. 
•" «Jr| 

vn|«» 

1 linll. » .Ir| 
IIHcrVill» 

Fie. ••• (■ría 

Súm,. 
n. .Irl 
mlrr- 
val«> 

1.1 Mil Ir v d«*| 
lolervalii 

P»ri-nrnr|n 

1 

El 

D9 


1 

*' 

*1 4-1 

*'/ 

1 

i 

f» 

ir» 

n 

14 

m 

2t 

2 

(i 

s 

2I¡ 

wm 

Ib 

IS 

24 

3 

a 

10 

Z r > 


1S 

20 

20 

A 

10 

12 

•Vi 

Kfl 

2Ü 

22 

13 


12 

14 

20 




0 = 200 


SOLUCION i. Hallamos Jos reñiros de los intervalos x* = 
Por ejemplo, rf — ' , ^ l> — 5. De manera 
aoáloea olilencinos la sucesión de variantes e<|iiiilisfantes 
j ) y sos correspondientes rreenencias n,\ 

■r: fl 7 !) II 1.1 ir, 17 19 21 

II. in 211 2Ti :t0 20 21 1\ 20 13. 

2 riili/nmlo el método de los pr.nl orlos, hallamos la 
inrilin ■■■neslrnl y la desviación cuadral ira media imicslrnl: 

x 1 /- 12,03, o*.-4,09. r i. 

•I. Hallamos las ¡Hiérvalos lenienilo en cuenta 

•|ue 7* 12,03, o* 4.095. — =.0,213, pura lo cual 

loiiiponrinns la laida de cálculo 28. 

1. Hallamos las probabilidades teóricasy las frecuen¬ 
cias teóricas buscada «i = np,, para lo cual componemos 
la tabla de cálculo 29. 
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Tabla 28 



J,ns frecuencias teóricas busendas se encuentran en la 
úl(iina columna de la labia 20. 
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l'rulil ornas 


I. Por dos» moertlM independíenles de volúmenes n, y n, t extraí¬ 
das de los conjuntos genera les normales X e Y, se lian encontrado las 
disporsionos muéstrales corregidas s\ y *y. Para el nivel de significa¬ 
ción a verificar la hipótesis nula If 9 : D (A) =■ D (Y) sobre la igualdad 
de las dispersiones gonorales, siendo la hipótesis alternativa H\* 
:l) (A) > P (K), si: 

n) «j =» 21, n t » 10, t' x ^ 3.G. s\ - 2.4, o - 0 , 05 ; 
b) n, - 13, n, - 18. s\ « 0,72. s\ *• 0 , 20 , a - 0 , 01 . 


Hexpuesta a) F cht - 1.5; F, r (0.05; 20; 15) - 2.33. 
No hay porque rechazar la hi|»ótcsis nula; 

b) **«-3.6: P y (0.01; 12; 17) - 3.46. 


b) Fnbt - 3,0; F, r (0.01; 12; 17) - ; 
l.a hipótesis fuinlaincnt.il so rechaza. 


2 . Por dos mueslros independientes de volúmenes n y mi, escogidas 
de los conjuntos generales normales X e y, so han encontrado lasmedius 
muéstralesT o y. Las dispersiones generales D (A') y I) ()') son conoci¬ 
das. Para el nivel de significación a verificar la hipótesis fundamental 
//*: Al (X) *» M (K) sobro la igualdad do las esperanzas matemáticas, 
para la hipótesis alternativa //,: M (A) *A Ai (K). si: 

a) « « 30, „i = 20. D (A) = 120. I) ( Y ) - 1U«. o *- 0.05; 
l>) »» = 50, m = 40, D (A) *= 50. D (Y) = 120, a - 0,01. 

Respuesta o) Z p i* “ 1, z^r =■ >.06. 

No hay porque rechazar la hipótesis fundamental; 

b) A nbs = id. =cr= 2.58. 

La hipótesis fundamental se rechaza. 


3. Por dos muestras independientes de volúmenes u « 5 y m = 6. 
escogidas de los conjuntos genéralos normales X o Y, se han encon¬ 
trado las inedias muéstrales x = 15.9. y 14,1 y las dispersiones 
muéstrales corregidas = 14,76. ~ 4,92. Para el nivel de signi¬ 

ficación 0.05 verificar la hipótesis fundamental I/ 0 : Al (A') «» Al (Y) 
de igualdad de las esperanzas matemáticas, siendo la hipótesis alter¬ 
nativa II,: Al (X) A! (Y). 

Advertencia. Comparar previamente las dispersiones. 

Respuesta r pb , ■. 0.88. I er (0,05; «i) 2.20. 

N«» hay porque rechazar Li hipótesis fundamental 


4. De un conjunto general normal con desviación cuadrática media 
conocida o - 2,1 se ha escogido la muestra do volumen « « 40 y p**i 
rila so ha encontrado la media muestraI x “ 4.5. Paro el nivel de sig¬ 
nificación 0.05 hay que verificar la hipótesis fundamental II 0 : «i *» 3 
sobro la igualdad entre la esperanza matemática y el valor lii|H>(ólico, 
.si la hipótesis alterna! i\ a //,: a t#j 3. 

Respuesta U^bs — 5, Wr r ** 1.96. 
l.a hipótesis fundamental so rechaza. 


5. Por la muestra de volumen n =» 16. escogida de un conjunto 
general normal, se lian encontrado la inedia muestraI x = 12,4 y la 
desviación cuadrática media «corregida* * = 1,2. Para el nivel de sig- 
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mficación 11.05 verificar la hipótesis nula //,: a = 11,8 sobre la ¡ensi¬ 
llad entro lo esperanza matemática y el valor hipotético, siendo lo 
hipótesis alternativa II,: o s* 1 *.5 

/(«piróla! r 0M - 2. /„ (0.05; 15) = 2.13. 

No hoy porque rechazar la hipótesis fudamenta!. 

ti. Con dos aparatos se lian molido 5 piezas y so han olitcuiilo los 
siguientes resollados (en mniV 

*1=4, *j=5, ij= C, * t =7, * s s=S; 

Pi'*5, p- = 5, pj = t). p 4 =ó. !ij = ü; 


Veriliear rimo se itiferenrimi. de manera signlfivnlivu o iiisienilica- 
tua. lo> resollados ile las nirdicinnes. para el nivel i'e signifirarión 11.05. 


//«/oo-s/a r„|„ . IM.51. t„ (11,115; ó) - 2,78. 

I..I diferencia de los resultados de las mediciones es significativa 


7. I'or IW experimentos independientes se lia encontrado la íre- 
rncncin relativa — — n. 1.5. Verificar pila el nivel de significación 

la hipótesis ..lamcnlal !!«: /• = ".17 ...tiro la igiialdail eiitie la ti'- 

eiienci.i relativa v la pttdi.ihilidad liipotétiva, si la hipótesis allemati ca 
II,: /- si 0.17. ‘ 

//«pnrí/a K'ohsl - 0.52. o rt — l.tm. 

No hay porque rechazar la hipótesis fundamental. 

S. por cinco muestras independientes de volúmenes o, = 7. 
n. - ti. 11 ;, = |i>. r> 4 = 12 . o. = 12 . escogidas de conjuntos ge-nei.ih- 
iiñrmales. .o* lian enconlrado las dispersiones miieslralcs: 0.27; 

0 s,ll; n_ ;s Para el nivel de significación 0.05 conviene veriliear 
1.1 hipótesis nula sobre la homogeneidad de las dispersiones (la región 
crílica es de derecha). 

Adrerleneia. Aplicar el criterio de llarllell (5 10). 

Respuesta I'= 6,6.1, -/|,l».n5; i)- 9.3. No hay porque rechazar 

la hipótesis fundamental. 

ti. Por ennlm muestras independíenles de igual volumen a = 17- 
evlntídnsdc con juntos normales, se han hallado las dispersiones mucs- 
Irales corregidas: 2.12: 2.32; 3.24 : 4.32. 5e necesila: a) para el nivel 
■le significación 0.115. verificar la hipótesis lundamenlal de igualdad 
•le las dispersiones grncralcs (la región rrilirn es do derecho). I>) estimar 
la dispersión general. 

Advertraua. t lilizar el criterio de Oieliron (5 20 ). 

lie,,,anta o) - (1.36. (0.0.5; 16.4) = 0.4306. 

No hay |»ui|iie rechazar la hipólesis fund.uncnlal; b) o >• -t. 

10. Por un muestra de volumen n « 62. escogida de un conjunlo 
normal hiilimensinnol IX. Y), esté hallado el coeficiente de correlación 
rnucslral r m - 0.6, Para el nivel de signilicaeión 0.05 veriliear la hi¬ 
pótesis nula II,: r c = 0 do igualdad a cero del coeliriento de córrela, 
ción general, sícmlo la hipótesis alternativa r g -4 0 . 

Respuesta T obs — 5.81, l er (0.05; 60) — 2,0. 

La hipótesis nula se rechaza. 
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II. Para el nivel de significación 0,05, verificar la hipótesis de la 
distribución normal de un conjunto general si son conocidas las fre¬ 
cuencias empíricas y teóricas: 

o) frecuencias empír. 6 12 16 40 13 8 5 

frecuencias teór. 4 lf 15 43 15 6 6; 

b) frecuencias empír. 5 G 14 32 43 39 30 20 6 8; 

irccuencias tedr. 4 7 12 29 48 35 34 18 7 6 

c) frecuencias empir. 5 13 12 44 8 12 6 

frecuencias teór. 2 20 12 35 15 10 6. 

Respuesta o) XJ| M = 2,5, x| r (0.05; 4)=9.S. 

No hay porque rechazar la hipótesis; 

!>) X| t (0,05; 7J-14.I. 

No hay porque rechatar la hipótesis; 

«) tíb. = 13 - tí,(0.O5; 4) = 9.5. 

La hipótesis so rechaza. 


Capítulo veiotc 

ANALISIS DE DISPERSION DE UN FACTOR 
§ 1. Comparación de varias medias. 
Noción de análisis de dispersión 


Supongamos que los conjuntos generales X,, X t , ■ . X p 
están distribuidos normalmente y tienen igual dispersión, 
aunque desconocida; las esperanzas matemáticas también 
son desconocidas, pero pueden ser diferentes. Para un nivel 
de significación dado hay que verificar por la media mues- 
tral la hipótesis nula (fundamental) 

II, : M (/O - M (XJ - ... - AI (A\) 

sobre la igualdad de todas las esperanzas matemáticas. En 
otras palabras, hay que establecer cómo se diferencian, de 
manera significativa o insignificaliva, las medias muéstrales 
Podría pensarse que para comparar varias medias (/>> 2) 
se pueden cotejar de dos en dos. Sin embargo, al crecer el 
número de medias, aumenta también la diferencia máxima 
entre ellas; la media de una nueva muestra puede resultar 
mayor que la máxima o la mínima de las medias obtenidas 
antes del nuevo experimento. Por esta causa, para comparar 
varias medias se utiliza otro método, basado en la compara¬ 
ción de los dispersiones y, por eso, llamada análisis de dis- 


2t-MS0 
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persión (desarrollada fundamentalmente por el estadístico 
inglés H. Fisher). 

El análisis de dispersión se utiliza en la práctica para 
establecer si cierto factor cualitativo F que tiene p niveles 
F¡, F„ . . ., F,„ ejerce una influencia considerable en la 
magnitud que se estudia X. Por ejemplo, si so necesita 
aclarar que tipo de abono es más óticas para obtener una co¬ 
sedla máxima, tendremos que el factor /•' es el aliono, y su 
nivel, el tipo de abono. 

La idea fundamental del análisis do dispersión es la com¬ 
paración de la «dispersión de factor, ocasionada por la ac¬ 
ción do un factor y la «dispersión residual» debida a causas 
fortuitas. Si la diferencia entre estas dispersiones os signifi¬ 
cativa, el factor ejerce una influencia considerable sobre A'; 
en esto caso, los valores medios observados en cada nivel 
(medias de grupo) so diferenciarán también do manera signi¬ 
ficativa. 

Si ya se ha establecido que el factor influye esencialmen¬ 
te en X, y se necesita aclarar, cual de los niveles ejorce uno 
acción máximo, se hace una comparación suplementaria do 
dos en dos de las medias. 

A veces el análisis do dispersión se utiliza para estable¬ 
cer la homogeneidad do varios conjuntos (las dispersiones 
do estos conjuntos son iguales por hipótesis, si el análisis de 
dispersión indica que las esperanzas matemáticas son idénti¬ 
cas, entonces los conjuntos son homogéneos), f.os conjuntos 
homogéneos se pueden reunir on uno y con ello obtener res¬ 
pecto a éste una información más completa, y, por lo tanto, 
conclusiones más fiables. 

En casos más complejos, se estudia la acción de varios fac¬ 
tores sobre algunos niveles constantes o casuales y so aclara 
la influencia de niveles individuales y sus combinaciones 
(análisis ele múltiples tactores). 

Nos limitaremos al caso simplo del análisis de un factor, 
cuando sobre X actúa solamente un factor que tiene p nive¬ 
les constantes. 

§ 2. Sumas total, de factor y residual de los cuadrados 
de las desviaciones 

Supongamos que sobre el carácter cuantitativo normal¬ 
mente distribuido X actúa el factor F quo tione p niveles 
constantes. Vamos a admitir que el número de observaciones 
en cada nivel es idéntico e igual a q. 
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Supongamos que so lian observado pg valores de z,¡ del 
carácter A', donde i es el número de experimentos (i = i, 
2, . . q), i es el número de niveles del factor (/ = 1,2,..., 

• • •. P¡- 1-os resultados de las observaciones están expuestas 
en la tabla 30. 


Tabla 30 


Número de 
experimento 

NI«Ict 4cl tactor f¡ 

r. 

Ft 


f p 

i 

*11 

*11 

wm 

*‘p 

2 

*21 

*21 


*--p 

1 




Zqp 

Media do grupo 

*grl 



*V P 


Introducimos según la definición: Slot = 2 '• (*!>—*)* 

j-H-i 

(suma total de los cuadrados de los dcsv iaciones de los valo¬ 
res observados respecto de la media general z), 

p _ 

Su c = í ¡£(*sr,—*)* 

7—1 

(suma de factor do los cuadrados de las desviaciones de las 
medias de grupos respecto de la media general que caracteri¬ 
za la dispersión «entre grupos»), 

$«•=*.£ (*« —ítrl) l + V (*« —**rz) l + ••■ + 

I— I tal 

+ .2 tai. 

t—I 

(suma residual de los cuadrados de las desviaciones de los 
valores observados del grupo respecto a su media de grupo 
que caracteriza la dispersión «dentro de los grupos»). 

La suma residual se halla prácticamente por la igualdad 
(§ 3, corolario): 


Srta — Stot — S i.c- 
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Mediante transformaciones elementales es posible obtener 
fórmulas más convenientes para los cálculos: 

- ijj fl/) J i¡ "J */)’ 

Siot - S p i —^—•<*) s tu-~ -— . (••) 

donde Pi ■= es la suma de los cuadrados de los valores 
del carácter en el nivel F t , 

R¡ a es la suma de los valores dol carácter on 
el nivel F¡. 

Nota. Para simplificar los cálculos se resta de cada valor observado 
un mismo número C aproximadamente igual a la media general Si 
los valores reducidos ftj = x¡j — C, tendremos que 

> iW [Vr,]* 

6,01 = 2 Q‘ — - p ¡ — s >"-— q -*=*- ■ (••••» 

i- i 


donde “ la suma de los cuadrados de los valores reduci¬ 

dos del carácter en el nivel Fj. 
yn es la suma de los valores reducidos del carácter 

4=1 

en el nivel Ft. 

Para deducir las fórmulas (•••) y (*•••) os aulicirulo poocr - 

= y,i + C en la correlación (•) y H¡^ 2 *U“ 2 l*M+ c ) m 

I— I 


- U„+ qC — T,+ qC en la correlación 

(-1 

Explicaciones. . 

1. Cerciorémonos de que S„ c caracteriza la acción <lol 
factor F. Admitamos que el factor ejerce una influencia con¬ 
siderable sobre X. En tal caso, el.grup.ftde valores observados 
del carácter en un nivel determinado, será, en general, dife- 
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rente de los grupos de observaciones en otros niveles. Por lo 
tanto, también se diferenciarán las medias de grupos; además, 
cnanto más están dispersos alrededor do la media general, 
tanto mayor es la acción del factor. De aquí se deduce que 
para estimar la acción del factor conviene sumar los cuadra¬ 
dos de las desviaciones de los medias de grupos respecto do 
la media general (la desviación se eleva al cuadrado para 
excluir la eliminación de las desviaciones positivas y nega¬ 
tivos). Multiplicando esta suma por ¡¡ obtenemos ó'mo- 
Asi pues, S|ao caracteriza la acción del factor. 

2. Demostremos que S m refleja la influencia de causas 
fortuitas. Aparentemente los observaciones de un grupo no 
deben diferenciarse. Sin embargo, puesto que sobro X, ade¬ 
más del factor F, actúan también causas fortuitas, las obser¬ 
vaciones de un mismo grupo, en general, son distintos y, por 
consiguiente, están dispersas alrededor de su media de gru¬ 
po. Do aquí se deduce que para estimar la influencia de las 
causas fortuitas conviene sumar loscuadrados de las desvia¬ 
ciones de los valores observados de coda grupo respecto de 
su media de grupo, es decir. Sxtt -De este modo, S m carac¬ 
teriza la acción de las causas fortuitas. 

3. Demostremos que S l0 t refleja la influencia tanto del 
factor como de las causas fortuitas. Vamos a examinar todas 
las observaciones como un conjunto único. Los valores ob¬ 
servados del carácter son distintos debido a la acción de! 
factor y de las causas fortuitas. Para estimar esta acción 
conviene sumar los cuadrados de las desviaciones de los valo¬ 
res observados respecto de la media general, es decir, Slot- 

De este modo, S 10 , caracteriza la influencia del factor 
y de las causas fortuitas. 

Veamos un ejemplo que nos muestra claramente que la 
suma de factor refleja la influencia del factor, y la residual, 
la influencia de los causas fortuitas. 

Ejemplo. Mediante dos aparatos se han realizado de 
a 2 mediciones de una magnitud física, cuya dimensión ver¬ 
dadero es igual o x. Considerando como factor el error siste¬ 
mático C, y como sus niveles, los errores sistemáticos C, y C, 
respectivamente del primer y segundo aparato, conviene de¬ 
mostrar que S,„ se determina por los errores sistemáticos, 
mientras que S mi por los errores aleatorios de las mediciones. 
solución. Introducimos las'designaciones: 
a„ a„ errores aleatorios de la primera y segunda medi- 
-‘tües con el primer aparato. 
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0i. 02 . errores aleatorios de la primera y segunda medicio¬ 
nes con ei segundo aparato. 

En tal caso, los valores observados de los resultados de 
las mediciones, respectivamente, son iguales a (el primer 
subíndice de x indica el número de medición, y el segundo, 
el número del aparato): 

*11 — * + C, + a,. x„ = x + C, -(- a,; 

*.i - * + C, + p„ r„ =» * + C, + P s . 

Los valores medios do las mediciones del primer y segun¬ 
do aparatos respeclivamente son iguales a: 

T cr* “ * + Ci -I- *- X + Cí -J-a, 

x e^ Ba x 4- C» + — x d-Cj-f p. 

La media general es 

ran+íeo _ . C,+C, , a +3 

2 I-2- 1 -2 ' 

la sumn de fnclor es 

■Stic = (* 6 n — x Y+( x tn— Íj 1 ■ 

Poniendo las magnitudes encerradas entre paréntesis, des¬ 
pués de transformaciones elementales, obtenemos 

s,.'= I Z irW + (C,_ CJ (a -pi + . 

Como vemos, Stic se determina, principalmente, por el 
primer sumando (puesto que los errores aleatorios do las me¬ 
diciones son pequeños) y, por lo tanto, refleja realmente la 
influencia del factor C. 

La suma residual es 

— (*n — a’eri) 1 + (*ti — *sn)* + (*ir — *tn)*+ (*a — *!«)*• 

Sustituyendo las magnitudes encerradas entre paréntesis 
obtenemos 

S K , ~ Ko.-a) 1 + (a,—ct) ! l + [(P,-P)« + (P,-P)>l. 
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Vemos que S„, se determina por los errores aleatorios do 
las mediciones y, por lo tanto, refleja realmente la influen* 
cia do las causas fortuitas. 

Nota. El hecho (le que ,S' rcs se debe a causas fortuitas también 
se deduce de la igualdad (§ 3, corolario) 

S nt “ ^tot — ^fac 

En efoclo, S,„, es el resultado do la acción del factor y de las cau¬ 
sas lorlultas; restando S (a0 excluimos la influencia del factor. Por lo 
tanto, ala parte restante» refleja la influencia de los causas fortuitas. 

§ 3. Vinculo entre las sumas total, de factor y residual 
Demostraremos que 

Slot ” Site + Su»- 

Para simplificar la deducción nos limitaremos a dos niveles 
(/i = 2) y dos experimentos en cada nivel (<¡ ~ 2). Los re¬ 
sultados de las pruebas las presentamos en la forma do la 
labia 31. 

Tabla 31 


Número «Je la 

Niveles del factor F¡ 

prueba • 

F< 

Fz 

i 



2 

X ?l 

Zm 

're 

*en 

X V- 


En tal caso, 

Siot = (a-|i —r ) 5 + (i 2 i — *)’ + (*u— x )* + (x a —i)’. 

Restamos y sumamos a cada valor observado en el primer 
nivel la medio de grupo x. n , y en el segundo, x,,¡. 

Elevando al cuadrado y teniendo en cuenta que la suma 
de todos los productos duplicados es igual a cero (recomen¬ 
damos al lector verificar esto individualmente), obtenemos 

Stot =_2 K*,n + [«*«-i*») 1 + 

■f ( x tl — a ‘grt) 2 + *gf*)*+(*ÍI— *|rt)*] =s *S|«e + £re- 

Así pues, Sloi = Sftc + Snc » 




Corolario. De la igualdad obtenida se deduce un im¬ 
portante corolario: 

reí — S lot — She- 

De nqu! se aprecia que no hay necesidad de calcular direc¬ 
tamente la suma residual; es suficiente hallar las sumas total 
y de factor, y luego su diferencia. 


§ 4. Dispersiones total, de factor y residual 


Dividiendo las sumas de los cuadrados de las desviacio¬ 
nes por el correspondiente número de grados de libertad, ob¬ 
tenemos las dispersiones total, do factor y residual: 




«01 


- g n«_ ,» - s '« _ 

pe— t ' p— i • p(e-t) ' 


donde p es el número de niveles del factor, 

q es el número de observaciones en cada nivel. 

Si la hipótesis fundamental sobre la igualdad de las me¬ 
dias es cierta, todas estas dispersiones son estimaciones no 
desviadas de la dispersión general. Por ejemplo, teniendo en 
cuenta que el volumen de la muestra es n = pq, deducimos 
que sfot — , es la dispersión mucstral corre¬ 

gida, que se sabe, es la estimación no desviada de la disper¬ 
sión general. 


Nota. El número de grados da libertad p (fl — 1) de la dispersión 
residual os igual o la diferencia entre los números de grados de libertad 
do las dispersiones total y de factor. En efecto, 


(P« — t) — (P — 1) ” Pí — P " P (í — *)• 


ó 5. Comparación de varias medias por el inótodo 
de análisis de dispersión 

Volvamos al problema planteado en el § f: verificar para 
un nivel de significación prefijado la hipótesis nula sobro la 
igualdad do varios medias (p> 2) do conjuntos nórmalos con 
dispersiones desconocidas, pero idénticas. Demostramos que 
la resolución de este problema se reduce a comparar los dis¬ 
persiones de [actor y residual según ol criterio' do Fishcr— 
Snedecor (cap. XIX, § 8). 

1. Supongamos que la hipótesis nula sobre la igualdad de 
varias medias (en adelante las llamaremos de grupos) es 
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cierta. Kn este caso, las dispersiones de factor y residual son 
estimaciones no desviadas de la dispersión general descono¬ 
cida (§ ó) y, por lo tanto, se diferencian de manera signifi¬ 
cativa. Si so comparan estas estimaciones por el criterio F, 
evitlcnlemete el criterio indica que la hipótesis nula sobre la 
igualdad entro las dispersiones de factor y residual debe 
acoplarse. 

Por consiguiente, si la hipótesis sobre la igualdad de las 
inedias do grupos es cierta, escierta también la hipótesis do la 
igualdad de las dispersiones do factor y residual. 

2. Supongamos que la hipótesis nula sobre Ja igualdad on- 
tre las medias de grupos es falsa. En esto caso, al aumentar 
la divergencia onlro las medias de grupos so incromontaró la 
dispersión de factor, y con ella también la relación Pon, = 

5j|o 

= -tí— • En suma F 0 1 , resulta mayor qno P C r, y por lo tanto, 

ffS 

la hipótesis de la igualdad de dispersiones será rechazada. 

De este modo, si la hipótesis de la igualdad de las medias 
de grupos es falsa, también es falsa la hipótesis de la igual¬ 
dad entre las dispersiones de factor y residual. 

Se demuestra fácilmente a la inversa la certeza de las 
tesis inversas: de la justeza (falsedad) de la hipótesis do las 
dispersiones so deduce la justeza (falsedad) de la hipótesis 
de las medias. 

Asf, pora verificar la kipótesis nula de la igualdad de las 
medias de grupos de conjuntos normales con idénticas disper¬ 
siones, es suficiente verificar por el criterio F la hipótesis nula 
sobre la igualdad de las dispersiones de factor y residual. En esto 
consiste, precisamente, el método de análisis do dispersión. 

Nota 1. Si la dispersión do factor residía menor que la residual, 
yn de aquí so desprende lo certeza de la hipótesis de la igualdad de las 
modiasde grupos y, por eso, no hay necesidad de recurrir al criterio P. 

Fotn. 2. Si no so ostá seguro do la cortoza de la hipótesis de la 
igualdad de Ins dispersiones de'los conjuntos examinados p, esta hipó¬ 
tesis debej verificarse, por ejemplo, por el criterio do Cochran. 

Ejemplo. So han realizado 4 experimentos en cada uno 
de los tres niveles f.os resultados do estos experimentos están 
expuestos en la' tabla 32. Para el nivel de significación 0,05 
hay qno verificar por el método de análisis de dispersión la 
hipótesis nula sobre la igualdad de las medías de grupos. Se 
supone que las muestras se han escogido do los conjuntos 
normales con idénticas dispersiones. 



Tabla Si 


Número del 
experimento i 

NlrfjM del factor Pj 

r i 

r x 

r* 

1 

31 

32 

42 

2 

32 

34 

44 

3 

30 

56 

50 

4 

37 

5S 

52 

*i'l 

34 

35 

47 


S0LIC10N. Pora simplificar el cálculo restamos C = 52 de 
cada valor observado: = r,, — 52. Formamos 1a tabla 

de cálculo 33. 


Tabla 33 


Número del 
experimento í 


Nivele* del factor 

r i 



F ' 


rj 

fül 


m 

Wr 

V* 

rf, 

i 



0 

0 


100 


2 

0 


2 

4 


04 


3 

4 

16 

4 

16 


W2 


4 

5 

25 

6 

30 


m 


s j-2«h 


42 

| 

56 


168 

V.S, = 266 

1 m 1 



■ 


■ 



Ti 

8 


12 

m 

E 

■ 

S r >-0 

T) 

64 


144 

■ 



Sr} = 608 


Utilizando la tabla y teniendo en cuenta que el número de 
niveles del factor p =* 3, el número de experimentos en cada 
nivel q — 4, bailamos las sumas total y de factor do los cua¬ 
drados de las desviaciones l§ 2, fórmulas (**•) y (****)|: 
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266 - 0 = 266; 


- 12 U* 

■Sioi" 2 Sj - 

i=i 


pi 


p 

s> 


V T.|2 


.¿l_ü r#r 


-0 = 152. 


i pi 

Hallamos la suma residual da los ruadrados do las des- 
vincionos: 

Sm = £|ot — ’^fac " 266—152 a 114. 


Ilallauius las dispersiones de fiiclor y residual: 

*.-73—fi- 7 * 


s rc3 a 


S rw 

p (?—>) 


114 

3(4-1) 


114 


■ 12,67. 


Comparamos las dispersiones de factor y residual por el 
criterio F (cap. XIX, § 8), para lo cual hallamos el 
valor observado de) criterio: 


Fo * s = - 


- = 6 . 


*fae 70 

12.67 " 

Tomando en considcrae.ión que el número de grados de 
libertad del numerador 4, = 2, y del denominador fr. = 9, así 
como ol nivel de significación a = 0,05, por la tabla halla¬ 
mos el punto crítico F cl (0,05; 2: 9) = 4,26. 

Puoslo que F 0 b» > F c ,. la hipótesis nula sobre la igual¬ 
dad de las medias de grupos se rechaza. En otras palabras, 
las medias de grupos «en total* se diferencian de modo sig¬ 
nificativo. Si es necesario comparar las medias de dos en dos, 
debe utilizarse el criterio t do Sludent. 


iVíiOi :t. Si los valores observados x,¡ son fracciones decimales con 
una cifra después de la coma, conviene pasar a los números y¡, — 10 
*ii—C, dondo C es’ aproximadamente cb valor medio dol número 
10 Jn Kn resumen olilein mos números t/ilrrñí ndativinmcnlo pequoilos. 
Aunque en osle caso las dispersionos de faclor y residual aumentan 10* 
veces, su relaciún no varia. Por ejemplo, si z„ — 12,1, r„ = 12,2, 
x„ - 12,6, tomando y,, = 10x,. — 123, obtenemos: 
ji„ = 121—123 = -2, y„ = 122 — 123 - —1, y„ = 126—123 = 3. 

Se procede análogamente, sf después de la como se tiene k cifras: 


Si/—10* t u - C. 
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Problemas 

En los problemas 1—2 so necesita verificar para ol nivel de signi¬ 
ficación 0,05 la hipótesis nula sobre la igualdad de las medias de gru¬ 
pos. Se supone que las muestras han sido extraídas de conjuntos nor¬ 
males con idénticas dispersiones generales. 

I. 


Número del 
experimento i 


«& 

m, 

12 ! 

m 

m 

i 

42 

60 

35 

64 

70 

2 

55 

91 

50 

70 

79 

3 

07 

96 

60 

79 

88 

4 

G7 

98 

69 

81 

90 

*.r, 

57,75 

87,75 

53,50 


81,75 


Respuesta f 0 i„ = G.13; fV p (0,05; 4; 15)*=3,GG. 
La hipótesis nula se rechaza. 

2 . 


Número del 

experimento 1 

, Niveles del factor Pj 

r i 

8l 

r» 

F « 

• 


Sff 

*1 

HM 

2 




í> 

3 

mJTA 

11 


10 

4 

n 

12 

14 

10 


8 

m 

12 

m 


Respuesta F 0 b ,=2,4; F fr (0.0S, 3, 12)^3,49. 
No nay porquo rechazar la hipótesis nula 
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Suplemento J 


Tabla de valores de la función <p(x)« 


W' 


*« 

T 
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Continuación 



0,00 

0.01 


0.01 

0,05 

0,06 

0,07 

0,08 

0,00 

0,10 

0.11 

0,12 

0,13 

0.14 

0,1S 

0.16 

0.17 


0,0000 

0.0060 

O.OCSO 

0,0120 

o.oico 

0,0109 

0,02.39 

0,0279 

0,0319 

0,0359 

0,0398 

0,0138 

0,0178 

0,0517 

0,0557 

0,05% 

0,0630 

0,0675 


O.IS 

0,19 

0,20 

0,21 

0,22 

0.23 

0,21 

0,25 

0,20 

0,27 

0,28 

0,29 

0,30 

0,31 

0.32 

0,33 

0,34 

0,35 



s 

0,0714 . 

0,36 

0,0753 

0,37 

0.0793 ; 

0.3S 

0,0832 

0,39 

0.0S71 

0,40 

0.0910 

. 0,41 

0,0948 ¡0,42 

0,0957 . 

,0.43 

0,1020 

0,44 

0,1061 

0,45 

0,1103 

| 0,46 

0,1141 

,0,47 

0.1179 

, 0,48 

0,1217 j 

! 0.49 

0,1255 ! 

: o,50 

0,1293 ! 

! 0,51 

0,1331 ! 

0,52 

0,1368 | 

| 0.53 
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Conlinuaciin 



2,98 0,4986 
3,00 0,49865 
3,20 0,49931 
3,40 0,49966 

3.60 0.499S4I 
3,80 0,499928 
4,00 0,499963 

4.60 0,499997 
5,00 0,499997 



Supltmenlo 3 


Tabla de valares l t =l(y, n) 
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Continuación 


Nivel de lignificación a 

0,01 

0.025 

0,05 

0.05 

0,075 

0.09 

24,7 

21,9 

19.7 

4,57 

3,82 


20,2 

23.3 

21,0 

5,21 

A, 40 


27.7 

24,7 

22,4 

5.89 

5,01 

4,11 

29.1 

20,1 

23,7 

0,57 

5,03 

4,00 

30,0 

27,5 

25,0 

7,20 

0,26 

5,23 

32,0 

28,8 

20,3 

7.90 

G.9I 

5,81 

33,4 

30,2 

27,0 

8,r.7 

7,00 

0,41 

34,8 

31,5 

28,9 

9,39 

8,23 

7,01 

36,2 

32,9 

30,1 

10,1 

8,01 

7,53 

37,0 

34,2 

31,4 

10,9 

9,7.1 

8,20 

3S,9 

35,5 

32,7 

11,0 

10,3 

8,90 

40,3 

30,8 

33,9 

12.3 

11,0 

9,M 

41,6 

38,1 

35,2 

13,1 

11.7 

10,2 

43,0 

39,4 

30,4 

13,8 

12,4 

10,9 

44,3 

40,6 

37,7 

14,G 

13,1 

11.5 

45,0 

41.9 

:is,9 

15.4 

13,8 

12,2 

47,0 

43,2 

40,1 

10,2 

14.0 

12,9 

48,3 

44,5 

41.3 

if.,9 

15,3 

1.1,0 

49,5 

45,7 

42,G 

17.7 

10,0 

14,3 

50,9 

47,0 

43,8 

18,5 

1G.8 

15,0 


Suplemento O 

Puntos críticos de la distribución t de Student 


Nivel de significación a (regiOn crido hlluicral) 


0,10 

0,05 

0.02 

0,01 

0.002 

0,001 

0,31 

12.7 

.11,82 

0.1,7 

318,3 

037,0 

2,92 

4,30 

0,97 

9,92 

22,33 

31,6 

2,35 

3,18 

4,54 

0,84 

10,22 

12,9 

2,13 

2,78 

3,75 

4,00 

7,17 

8,01 

2,01 

2,57 

3,37 

4,03 

5,89 

6,80 
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Punios críticos lie In 
(k — númrru ilo j¡r.vJus de lihcr 




















distribución de Cochran 
tad; / — cantidad de muestras) 


Suplemento 


Ct6n a - 0.01 


» 

B 

10 

l« 

B 

144 

B 

o, san 

0.4874 

0.8539 

0,7949 

0,7007 

0,6062 

0.5000 

711*7 

6012 

6743 

«059 

5153 

4230 

3333 

:«i7 

5702 

5530 

48S4 

40.17 

3251 

2:00 

0,5037 

0. VS54 

0,1697 

0,4091 

0,3351 

0,2611 


«01 

1220 

'.084 

3529 

2S5S 

2223 


•/lll 

3751 

3616 

¡105 

2191 

1029 


(",$>22 

0.3373 

0,3218 

0.2770 

0,2211 

0,1700 

0.1250 

32* *7 

3007 

2950 

2515 

1992 

1321 

lili 

2945 

2SI3 

2704 

2297 

1811 

137»; 

l"00 

u.2-»:*j 

0,2119 

0.2320 

0,10*71 

0,1535 

0,1157 

0.OV4 

2l»i 

2002 

1918 

1612 

1251 

0931 

*Uí07 

1018 

15*47 

1501 

I24S 

0960 

0709 

0500 

9.1106 

0,1338 

0,1283 

0,1060 

0,08)0 

0,0395 

0,0-117 

II57 

iioo 

1054 

0S67 

0058 

0180 

0333 

twtw 

«03 

0816 

00.3 

(603 

0103 

0250 

o,nrc r > 

0.0504 

0,0567 

0,0461 

0,0344 

0,0245 

0,0(67 

0334 

0316 

0302 

0242 

0178 

0125 

0083 


0000 

0000 

0000 

0000 

oooo 

0000 
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